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1( ييمهندسمهندس  اتاتيياضاضييرر  درسدرس  ازازيينن  ششييمباحث پمباحث پ  ييآورآور  اداديي  ::بخش اولبخش اول  
  مقدمه  - 1-1

از آنجا كه درس رياضيات مهندسي يكي از مهمترين دروس، در دوره كارشناسي رشته مهندسي برق مي باشد، به منظور 
كه بررسي دقيق و جزئي اين مطالب  فراگيري هر چه بهتر اين درس، ابتدا مباحث پيش نياز درس را مرور مي نماييم. بديهيست

  از حد يك بخش درسي فراتر بوده و مطالب ذكر شده در اين بخش صرفاً جهت يادآوري مطالب مي باشد.
  نوشتن معادله خط با استفاده از نمودار آن و محاسبه شيب: - 1-2

  اگر نمودار يك خط مطابق شكل زير در دسترس باشد،
 f t

t

:m

  
  : نمودار يك خط دلخواه1-1شكل 

 دلخواه نوشتن معادله آن خط ابتدا دو زوج نقطه براي  1 1,t f t  و  2 2,t f t :بر روي آن مشخص مي نماييم  
 f t

t

m

1t

 1f t

2t

 2f t

  
با مشخص كردن دو زوج نقطه دلخواه  1- 1: نمودار يك خط شكل 2-1شكل   1 1,t f t  و  2 2,t f t بر روي آن  

  آنگاه شيب خط و معادله توصيف كننده آن به ترتيب با روابط زير بدست مي آيند:
 شيب خط)   1-1(

  
       2 1 1 2

2 1 1 2

f t f t f t f t
m

t t t t

 
 

   
  معادله خط   )1-2(     1 1f t f t m t t    

  
 :اگر زاويه خط مورد نظر با محور افقي، حاده باشد، شيب خط مثبت و اگر منفرجه باشد شيب خط منفي   نكته

  خواهد بود.
  توابع مثلثاتي و روابط بين آنها: - 1-3

  توجه كنيد: و روابط مربوطه قائم الزاويه بدست مي آيد. به شكل زير ثروابط مثلثاتي از روابط زواياي بين اضلاع يك مثل
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x

ysin

cos

y

r
x

r









sin
tan

cos
cos

cot
sin

y

x
x

y






 

  

2 2r x y 

  
  : مثلث قائم الزاويه و روابط مربوط به آن3-1شكل 

  زير دايره مثلثاتي و به ترتيب كسينوس و سينوس زواياي اصلي را نمايش مي دهد:شكل 

  
  : دايره مثلثاتي و روابط بين زواياي اصلي4-1شكل 

  با يادآوري چند رابطه مثلثاتي مهم، اين بحث را به پايان مي بريم:
  

)1-3(           sin sin cos cos sina b a b a b    

)1-4(           cos cos cos sin sina b a b a b    

)1 -5(         1
sin cos sin sin

2
a b a b a b       

)1 -6(         1
cos sin sin sin

2
a b a b a b       
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)1 -7(         1
cos cos cos cos

2
a b a b a b       

)1 -8(         1
sin sin cos cos

2
a b a b a b       

)1-9(     2 2sin cos 1x x   

)1 -10(     2 1 cos 2
sin

2

x
x


  

)1 -11(     2 1 cos 2
cos

2

x
x


  

)1-12(       sin 2 2sin cosx x x  

  مشتق يك تابع: - 1-4
مفهوم مشتق، بصورت آهنگ (نرخ) تغييرات لحظه اي يك تابع نسبت به تغييرات يك متغير خاص تعريف مي گردد. مشتق يك 

تابع پيوسته  f t  نسبت به متغيرt  با نمادهاي مختلفي از جمله f t ،  df t

dt
نشان داده شده و بصورت زير  tfيا  

  گردد:تعريف مي
)1 -13(       

0
lim
t

f t t f t
f t

t 

  
 

  
همچنين مشتق تابع پيوسته  f t  0نسبت به متغير در نقطه خاصt t گردد:بصورت زير تعريف مي  

)1 -14(       
0

0
0

0

lim
t t

f t f t
f t

t t


 

  
 

 

    1-1مثال
 مشتق توابع زير را محاسبه نماييد:

1)  f t K  
  داريم: 13- 1با استفاده از رابطه 

     
0 0

lim lim 0
t t

f t t f t K K
f t

t t   

      
 

  
2)    sinf t t  

  داريم: 13- 1با استفاده از رابطه 

         

   
 

     
 

0 0

cos 0 1

0 0

sin sin
lim lim

sin cos cos sin sin
sin

lim lim

t t

t

t t

f t t f t t t t
f t

t t

t t t t t
t

t

   

  

   

     
  

 
 
      
  



 

     cos sint t t  

   
0

cos
lim
t

t

t t

 





t

 cos t
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زمان بر بوده و راحت نيست. بنابراين  13-1تق توابع با استفاده از رابطه همانطور كه از مثال فوق مشخص است، محاسبه مش
براي محاسبه مشتق توابع معروف كه در محاسبات رياضي بيش از ديگر توابع مورد استفاده قرار مي گيرند از جداول مشتق 

  گيري استفاده مي كنيم. اين جداول داراي دو بخش مشخصات مشتق و جدول مشتقات توابع معروف مي باشد:
  ق گيري: مشخصات مشت1-1جدول 

  رابطه مربوطه خصوصيت رديف
  مشتق تابع ثابت  .1  0

d
K

dt


 
  ضريب ثابت در مشتق  .2    df td

k f t k
dt dt


 

  جمع/تفاضل توابع  .3        df t dg td
f t g t

dt dt dt
  

 
  مشتق ضرب دو تابع  .4            df t dg td

f t g t g t f t
dt dt dt

    
 

  مشتق تقسيم دو تابع  .5 
 

       

  2

df t dg t
g t f tf td dt dt

dt g t g t

   
  

  
  مشتق زنجيره اي  .6   

.
df t df t dx

dt dx dt


 
  

  : مشتق توابع معروف2-1جدول 
  رابطه مربوطه رديف

1.    1n nd
t n t

dt


 
2.     lnt td

a a a
dt


 

3.   t td
e e

dt


 
4.      sin cos

d
t t

dt


 
5.      cos sin

d
t t

dt
 

 
6.      2

1
tan

cos

d
t

dt t


 
7.     1

ln
d

t
dt t



8.    1

2

1
sin

1

d
t

dt t

 


9.    1

2

1
cos

1

d
t

dt t

  


10.    1
2

1
tan

1

d
t

dt t
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 :اگر نمودار   نكته مهم f t  نسبت به متغيرt  0را داشته باشيم، مشتق اين تابع در نقطه خاصt t  برابر با
  شيب نمودار (يعني شيب خط مماس بر نمودار) در آن نقطه خواهد بود.

 f t

t
0t

 0f t

 0: f t0t

  
  منفي تابع نسبت به متغير مورد نظر مي باشدشيب مثبت به معناي تغييرات مثبت و شيب منفي به معناي تغييرات 

  

  با ارائه مثال كاربرد اين دو جدول بيشتر توضيح داده خواهد شد:
    2-1مثال 

  محاسبه نماييد: tنسبت به متغير مشتق توابع زير را 
1)   ktf t e  

  :زنجيره اي داريمتغيير متغير و رابطه مشتق با استفاده از 

   


. . .

x

kt x

kt kt x
kt

ke

x kt e e

df t df t dx de de dx de dx
ke

dt dx dt dt dx dt dx dt

  

    

2)    sinf t kt  
  با استفاده از تغيير متغير و رابطه مشتق زنجيره اي داريم:

   sin sinx kt kt x   
         

 


 
cos

sin sin sin
. . . cos

kx

df t df t d kt d kt d xdx dx dx
k kt

dt dx dt dt dx dt dx dt
    


 

3)    
 

2cos 1

cos 3

t
f t

t





 

 داريم:  2-1جدول  5و  4و رديف هاي  1- 1جدول  5و  2 ،1 تابا استفاده از خصوصي

             
  

    

    

             
  

2

2

2cos 1 cos 3 cos 3 2cos 1

cos 3

2cos 1 2sin 0

cos 3 sin 0

2sin cos 3 sin 2cos 1

cos 3

t t t t
f t

t

t t

t t

t t t t
f t

t
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2

2sin cos 6sin 2sin cos sin

cos 3

2sin cos

t t t t t t

t

t t

    







     6sin 2sin cost t t    
  

 
  

2

2

sin

cos 3

7sin

cos 3

t

t

t

t










 
 :نكته مهم   

 

    

    

sin cos

cos sin

kt ktd
e ke

dt
d

kt k kt
dt
d

kt k kt
dt





 
  

 

    4-1مثال
 محاسبه نماييد:tمشتق توابع زير را نسبت به متغير

1)    3 sin 4tf t e t  
  و نكته فوق داريم: 1-1جدول  4با استفاده از خصوصيت 

         

        

3 3

3

3 3 3

sin 4 sin 4
sin 4

3 sin 4 4 cos 4 3sin 4 4cos 4

t t

t

t t t

d e t d e d t
t e

dt dt dt

e t e t e t t

 

    
2)   2

1 1
f t t

t t
    

2

2

2 4 4 3

2 2 3

1 0 1 1

1 0 2 1 2 1 2

1 1 1 2
1

d t

dt t t

d t t t

dt t t t t

d
t

dt t t t t

        


            
      
 

 

3)  f t t  

   
11 11
22 2

1 1 1

2 2 2
f t t t t t

t

   
 

       
 

 
 :اگر تابع  نكته f t  ،مشتق پذير باشد f t  را مشتق مرتبه اول و f t  را مشتق مرتبه دوم آن گويند. در

ام تابع را با  nحالت كلي مشتق مرتبه    nf t :نمايش داده و داريم  
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2

2

1

1
...

n n
n

n n

df t
f t

dt

d f t df td
f t

dt dt dt

d f t d f td
f t

dt dt dt





 

 
    

 

 
   

 



  

  انتگرال گيري: - 1-5
انتگرال تابع  f t  به معناي سطح زير نمودار مي باشد. انتگرال به دو صورت معين و نامعين تعريف مي گردد. در صورتيكه

حدود محاسبه سطح زير نمودار مشخص باشد انتگرال معين و در غيراينصورت نامعين مي باشد. انتگرال نامعين تابع  f t

با نماد  tنسبت به متغير  f t dt  نمايش داده مي شود. انتگرال نامعين تابع f t  نسبت به متغيرt  در بازه 1 2,t t  با
نماد  2

1

t

t
f t dt .نمايش داده مي شود  

 f t

t
1t 2t

  
: مفهوم انتگرال معين 5-1شكل  f t در بازه 1 2,t t  

اگر در محاسبه انتگرال گيري از مساحت زير نمودار استفاده مي شود، بايد به اين نكته توجه شود كه در جمع  نكته:
  ت منفي در محاسبات حاضر مي شوند.مساحت ها بخشهايي از مساحت كه زير محور افقي قرار دارند، با علام

  جداول زير به ترتيب خصوصيات انتگرال و زوج توابع انتگرال گيري را نمايش مي دهد:
  : مشخصات انتگرال گيري3-1جدول 

 رابطه مربوطه خصوصيت رديف
  ضريب ثابت در انتگرال  .1   k f t dt k f t dt  
  جمع/تفاضل توابع  .2       f t g t dt f t dt g t dt     
  انتگرال جزء به جزء  .3           f t dg t f t g t g t df t   

  جابجايي حدود انتگرال گيري  .4   
b a

a b

f t dt f t dt   

5.             
b

a

f t dt F t f t dt F b F a     

6.         
b c ba c b

a a c

f t dt f t dt f t dt
 

    

7.       
b b

a a

f t dt f t dt 
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  معروف: انتگرال توابع 4-1جدول 
  رابطه مربوطه رديف

1.  11

1
n nt dt t C

n
 

 
2.  k dt kt C  
3.  1

lndt t C
t

  
4.  t te dt e C  
5.     sin cost dt t C   
6.     cos sint dt t C  
7.     tan ln cost dt t C   
8.   1

2

1
tan

1
dt t C

t
 



9.   1

2

1
sin

1
dt t C

t

 


 

10.  2

2
1

1

t
dt t C

t


  




 
 :نكته مهم   

   

    

1

1
sin cos

1
cos sin

kt kte dt e C
k

kt dt kt C
k

d
kt kt C

dt k

 

  

 





  
 

    5-1مثال
 محاسبه نماييد:tزير را نسبت به متغير ابعانتگرال ت

   3 sin 4tf t e t   
  نكته فوق داريم:و  1-1جدول  4با استفاده از خصوصيت 

    3 31 1
sin 4 cos 4

3 4
t te t dt e t C    

  روشهاي انتگرال گيري: -1-5-1
نمي گنجند، از روش هاي مختلفي استفاده مي كنيم. معمول ترين اين  4-1براي انتگرال گيري از توابعي كه مستقيماً در جدول 

  روش ها به شرح زير است:
  الف) انتگرال گيري به روش تغيير متغير

  گيري به روش جز به جزب) انتگرال 
  ج) انتگرال گيري به روش پروانه اي

  با ارائه چند مثال اين چند روش را مرور خواهيم نمود: 
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  الف) انتگرال گيري به روش تغيير متغير:
ان براي انتگرال گيري به روش تغيير متغير، ابتدا متغير جديدي را به گونه اي تعريف مي كنيم كه انتگرال گيري به كمك آن آس

تر گردد. از اين روش معمولاً زماني استفاده مي شود كه تابع به همراه مشتق خود در زير انتگرال ظاهر گردد. به مثال زير توجه 
  كنيد:

    6-1مثال
 محاسبه نماييد: هاي زير راانتگرال

1)   sin ln t
dt

t  
با تعريف متغير جديد  lnx t :داريم  

  1
lnx t dx dt

t
   

    


      sin ln 1
sin ln sin cos cos ln

x
dx

t
dt t dt x dx x C t C

t t

 
         
 
 

   

2) 
1

2

0

1 t dt  

با تعريف متغير جديد  sint x :داريم  

   
 

 

 
 

     

      

 

2

1

1

1
2 2 22 2

0 0
0

cos

22 2 2

0 0 0

2

0

1 sin 1
2sin cos

0 sin 0 0

1 1 sin cos cos cos

1 cos 2 1
cos 1 cos 2

2 2

1 1 1 1 1
sin 2 sin 2 0

2 2 2 2 2 2

x

t x
t x dt x dx

t x

t dt x x dx x x dx

x
x dx dx x dx

x x

 

  





 





        
    

    

 
    

 

            
   

  

  



 sin 0
2 4

 
 

 

 

 
  ب) انتگرال گيري به روش جزء به جزء:

  ضرب دو تابع داشته باشيم: از اين روش معمولاً زماني استفاده مي شود كه زير انتگرال
)1 -15(  u dv uv vdu   

  به مثال زير توجه كنيد: 
  

    7-1مثال
 انتگرال هاي زير را محاسبه نماييد:

1)  sint t dt  
  را مشخص مي كنيم: vو  uابتدا توابع 



س  یوه  ند یات   ریا

 14صفحه 

     sin sin cos

u t du dt

t dt dv v t dt t

  
      

 

           sin cos cos cos sin
u du

v v

t t dt t t t dt t t t C
   
           
   
   

  
 

2)  sinte t dt  
  را مشخص مي كنيم: vو  uابتدا توابع 

     sin sin cos

t tu e du e dt

t dt dv v t dt t

   


     
 

           sin cos cos cos cost t t t t

u du
v v

e t dt e t t e dt t e e t dt
   
         
   
   

   
 

  استفاده مي كنيم:اكنون بار ديگر از روش جزء به جزء 

     cos cos sin

t tu e du e dt

t dt dv v t dt t

   


    
 

      


 


     
 

            

      

sin cos sin sin

cos sin sin

sin

1
cos sin 2 cos sin cos sin

2
1

sin sin cos
2

t t t t

u du
v v

t t t

t

t t t t t t

t t

e t dt t e e t t e dt

t e t e e t dt

e t dt I

I t e t e I I t e t e I t e t e

I e t dt e t t

   
       
   
   

   



            

   

 






 

  ج) انتگرال گيري به روش پروانه اي:
شوند، اين روش كه حالت خاصي از روش جزء به جزء است زماني استفاده مي شود كه از دو تابعي كه در زير انتگرال ضرب مي

  باشد. به مثال زير توجه كنيد: 1يكي تابع چند جمله اي
  

    8-1مثال
 انتگرال هاي زير را محاسبه نماييد:

1)  sint t dt  
  چند جمله اي مي باشد. t در اين مثال تابع  يك تابع

                                                                                                                                                           
توابعي به فرم  1  1

1 1 0...n n
n nf t a t a t a t a

      را توابع چند جمله اي گويند. بطور مثال توابع  3 3 5f t t t  ،  43 4f t t   و حتي توابع
ثابتي مثل   2f t  .همگي چند جمله اي هستند 



ی ش ند یات  س ریا یاز  ث پیش  با اد                              اول: یادآوری  ی   درس: زر

 15صفحه 

t  sin t

1

0

 cos t

 sin t




     sin cos sint t dt t t t C    

 
2) 3 2tt e dt  

  يك تابع چند جمله اي مي باشد. 3tدر اين مثال تابع 

3t 2te

23t

6t

21

2
te





6

0

21

4
te

21

8
te

21

16
te





3 2 3 2 2 2 2 2

3 2 2 2 2 2

2 3 2

1 1 1 1
3 6 6

2 4 8 16

1 3 6 6

2 4 8 16
1 3 3 3

2 4 4 8

t t t t t

t t t t

t

t e dt t e t e t e e

t e t e te e

e t t t

    

   



                   
       

 
   

      
 



 
  تجزيه كسر به كسرهاي جزئي: - 1-6

براي تابع  f t  كه درجه مخرج آن حداقل يكي از صورت آن بيشتر است، براي تجزيه كسر، ابتدا به تعداد ريشه هاي مخرج
  ضرايب مربوط به كسرهايي كه شامل ريشه هاي ساده مخرج مي باشند، بصورتآن كسر توليد مي كنيم. 

)1 -16(     
0

0limi
t t

A t t f t


  
ام كه  jكسر مجزا تجزيه مي گردد. ضرايب مربوط به كسر  kبه  ،kمحاسبه مي گردند. همچنين هر ريشه مكرر از مرتبه 

داراي مخرج  0

j
t t مي باشد بدين صورت محاسبه مي شود:  

)1 -17(      
0

0

1
lim

( )!

k j
k

j k jt t

d
A t t f t

k j dx




 

 
  

اگر درجه صورت  نكته مهم: f t  از مخرج آن بيشتر و يا حتي مساوي آن بود، براي تجزيه كسر ابتدا صورت را بر
  مخرج تقسيم مي نماييم.

  براي درك بهتر اين مبحث به مثال هاي زير توجه كنيد:
  

    9-1مثال
 به كسرهاي جزئي تقسيم نماييد:توابع كسري زير را 

1)   2

2( 6)

5 6

t
f t

t t




 
 

  مي باشد، بنابراين براي تجزيه آن دو كسر مجزا بايد ايجاد شود: 2 درجهمخرج اين كسر 



س  یوه  ند یات   ریا

 16صفحه 

        
1 2

2

2( 6) 2( 6)

5 6 2 3 2 3

A At t
f t

t t t t t t

 
   

     
 

  داريم: 16-1ريشه هاي اين كسر هر دو ريشه هاي ساده هستند بنابراين طبق رابطه 

     1
2 2

lim 2 lim 2
t t

A t f t t
 

   
 

2( 6)

2

t

t


    2

2( 6)
lim 8

33 t

t

tt 


 


 

     2 3 3
lim 3 lim 3
t t

A t f t t
 

   
 

2( 6)

3

t

t


    

     

3

2( 6)
lim 6

22

8 6

2 3

t

t

tt

f t
t t




  



  
 

 

2)  
3 2

2

5 9 7

3 2

t t t
f t

t t

  


 
 

مي باشد، بنابراين براي تجزيه آن دو كسر مجزا بايد ايجاد شود. اما از آنجا كه درجه صورت از مخرج بيشتر  2مخرج اين كسر درجه 
  است ابتدا بايد صورت كسر را به مخرج آن  تقسيم نماييم:

3 2 25 9 7 3 2t t t t t    
2t  

 

3 2

2

2

3 2

2 7 7

2 6 4

3

t t t

t t

t t

t

  

 

  

 
    

 

   
3 2

1 2
2 2

5 9 7 3 3
2 2 2

3 2 3 2 1 2 1 2

g t

A At t t t t
f t t t t

t t t t t t t t

    
          

       


 

ريشه هاي  g t داريم: 16-1هر دو ريشه هاي ساده هستند بنابراين طبق رابطه  

     1 1 1
lim 1 lim 1
t t

A t g t t
 

   
 

3

1

t

t


    

     

1

2 2 2

3
lim 2

22

lim 2 lim 1

t

t t

t

tt

A t g t t



 


 



   
 

3

2

t

t


    

     

2

3
lim 1

11

2 1
2

1 2

t

t

tt

f t t
t t




  



    
 

 

  

2)  
 

3 2

2

2 3

1

t t t
f t

t t

  



 

سه كسر مجزا بايد ايجاد شود. اما از آنجا كه درجه صورت و مخرج آن برابر  مي باشد، بنابراين براي تجزيه آن 3مخرج اين كسر درجه 
  است ابتدا بايد صورت كسر را به مخرج آن  تقسيم نماييم:

3 2 3 22 3 2t t t t t t    
1 3 22

3

t t t  

 



ی ش ند یات  س ریا یاز  ث پیش  با اد                              اول: یادآوری  ی   درس: زر

 17صفحه 

 
   

 

   

3 2
1 21 22

2 2 2

2 3 3
1 1

11 1 1

g t

A A At t t
f t

t tt t t t t

  
      

  


 

 g t  0داراي يك ريشه ساده درt   1و يك ريشه مضاعف درt    داريم: 17-1و  16-1مي باشد. بنابراين طبق روابط  

   
  

     

1 21 22
2

2 2
1 2

1 0 0

1 1

lim lim

k k
j j

t t

A A A
g t

t t t

A t g t t

  

 

  
 

 



 
3

t    

        

2 20

2 1
2 2

21 2 11 1

3
lim 3

1 1

1
lim 1 lim 1

2 1 !

t

t t

t t

d d
A t g t t

dt dt





 

 
 

   
  

3

1t t 

        

2 21 1

2 2
2 2

22 2 21 1

0! 1

3 3
lim lim 3

1
lim 1 lim 1

2 2 !

t t

t t

d

dt t t

d
A t g t t

dt

 



 



 
                 

 

   


  
3

1t t 

 
     

2 1

3 2

2 2

3
lim 3

2 3 3 3 3
1

11 1

t t

t t t
f t

t tt t t



 
          

 

  
    

 

 

  رفع ابهام توابع در محاسبه حد: - 1-7
0اگر حد تابعي به يكي از صورت هاي 

0
 ،


باشد، به اين سه حالت پيش آمده ابهام گوييم. در اين حالت براي  0و يا  

 حد تابع نياز به رفع ابهام داريم. در اين جزوه تنها به مرور دو مورد اول مي پردازيم:محاسبه 

  قاعده هوپيتال: -1-7-1
  اگر داشته باشيم:

 
 0

0
lim

0t t

f t

g t

 
  

 
  

  با استفاده از قاعده هوپيتال بصورت زير عمل مي كنيم:براي رفع ابهام 

)1 -18(   
 

 
 0 0

lim lim
t t t t

f t f t

g t g t 

   
         

 

  
  حد توابع كسري چند جمله اي در بينهايت: -1-7-2

  چند جمله اي با شرايط  اگر تابع كسري

0

1
1 1 0

1
1 1 0

...
lim

...

m m
m m

n nt t
n n

b t b t b t b

a t a t a t a







     
      

  

  ) از قاعده زيرا استفاده مي كنيم:nو mترتيببراي رفع ابهام با توجه به درجه صورت و مخرج (به  داشته باشيم



س  یوه  ند یات   ریا

 18صفحه 

)1 -19(  
0

1
1 1 0

1
1 1 0

0

...
lim

...

m m
m m m

n nt t
n n n

n m

b t b t b t b b
n m

a t a t a t a a

n m







 
            
 

 

  مثال زير توجه كنيد:به 
  

    10-1مثال
 حدود زير را محاسبه نماييد:

1) 
2

32

3 12
lim

2 5 26t

t

t t


 

 
2

32

3 12 0
lim

2 5 26 0t

t

t t




 
 

  داريم: 18-1طبق رابطه بنابراين 

 
 

22

32 2 23

3 123 12 6 12
lim lim lim

2 5 26 6 5 172 5 26
t t t

tt t

t t tt t
  


  

   
 

2) 
2

3

3 12
lim

2 5 26t

t

t t


 

 
  برابر صفر خواهد بود. 19-1درجه صورت اين كسر از مخرج آن كمتر است بنابراين حد آن در بينهايت طبق رابطه 

3) 
4 2

3

4 5
lim

2 5 26t

t t

t t


 

 
   برابر بينهايت خواهد بود. 19-1بنابراين حد آن در بينهايت طبق رابطه درجه صورت اين كسر از مخرج آن بيشتر  است 

4) 
3 2

3

4 7 2
lim

5 26t

t t t

t t

  
  

 
  برابر  19-1درجه صورت اين كسر با مخرج آن برابر  است بنابراين حد آن در بينهايت طبق رابطه 

3 2

3

4 7 2 4
lim 4

5 26 1t

t t t

t t

  
  

   
 

  خواهد بود.
  

  توابع متناوب: - 1-8
اگر تابع  f t  يك تابع متناوب با دوره تناوبT :باشد، داريم  

)1 -20(     f t f t T  
  

  ) تكرار خواهد شد.Tهم پيداست تابع متناوب در فواصل زماني يكسان ( 20- 1همانطور كه از رابطه 
  
  بطور مثال توابع زير همگي متناوب هستند: 



ی ش ند یات  س ریا یاز  ث پیش  با اد                              اول: یادآوری  ی   درس: زر

 19صفحه 

  
  : چند مثال از توابع متناوب6-1شكل

  توابع زوج و فرد: - 1-9
  تابع زوج: -1-9-1

اگر تابع  f t :در رابطه زير صدق كند، اين تابع را تابع زوج گوييم  
)1 -21(     f t f t  

  نكات مهم: 
  

 به محور عمودي متقارن مي باشند. توابع زوج نسبت -1

 دامنه توابع زوج حتما بايد نسبت به مبدا متقارن باشد. -2

 براي تمام توابع زوج انتگرال گيري روي بازه متقارن از قانون زير تبعيت مي كند: -3

   0 0

0 0
2

t t

t
f t dt f t dt


   

 
بطور مثال تابع  cos t :يك تابع زوج است و داريم   cos cost t  

  
  



س  یوه  ند یات   ریا

 20صفحه 

  تابع فرد: - 1-9-2
اگر تابع  f t :در رابطه زير صدق كند، اين تابع را تابع فرد گوييم  

)1 -22(     f t f t   
  نكات مهم: 

  

 توابع فرد نسبت به مبدأ متقارن مي باشند. -4

 متقارن باشد. دامنه توابع فرد حتما بايد نسبت به مبدا -5

 براي تمام توابع فرد انتگرال گيري روي بازه متقارن از قانون زير تبعيت مي كند: -6

 0

0

0
t

t
f t dt


  

بطور مثال تابع  sin t :يك تابع فرد است و داريم   sin sint t    
  نكند را نه زوج و نه فرد مي نامند.صدق  21-1و  20- 1تابعي كه در هيچكدام از روابط 

  

    :11- 1مثال 
 زوج و فرد بودن توابع زير را بررسي نماييد:

1)      3 4sin cos 5f t t t t t t     
  را بررسي مي كنيم: 21-1و  20-1زوج/فرد بودن تابع روابط براي بررسي 

                  
     

3 4 3 4

3 4

sin cos 5 sin cos 5

sin cos 5

f t t t t t t t t t t t

t t t t t f t

               

    
 

  بنابراين تابع زوج است.
2)      3 5sin 3 tanf t t t t    
 

              
 

      
       

 
       

353 5

3 5 3 5

3 5

sin
sin 3 tan sin 3

cos

sin sin
sin 3 sin 3

cos cos

sin 3 tan

t
f t t t t t t

t

t t
t t t t

t t

t t t f t


           




        

    

 

  زوج نيست اكنون فرد بودن تابع را بررسي مي كنيم:
                3 5 3 5sin 3 tan sin 3 tanf t t t t t t t f t           

نتيجه: تابع  tan t :فرد است و داريم   tan tant t    
  

3)    3

3

tan

1

t
f t

t



 

   
 

  
 

  3 33

3 3 3

tan tantan

11 1

t tt
f t

tt t

  
    

    

 3tan t

  
   

3

33

tan

11

t
f t

tt
 


 

  زوج نيست اكنون فرد بودن تابع را بررسي مي كنيم:



ی ش ند یات  س ریا یاز  ث پیش  با اد                              اول: یادآوری  ی   درس: زر

 21صفحه 

     
3

3

tan

1

t
f t f t

t
    


 

  فرد نيست بنابراين نه زوج است و نه فرد .
  

  نكته:
  تابع زوج =تابع فرد  ×تابع فرد 
  تابع فرد =تابع زوج  ×تابع فرد
  تابع زوج =تابع زوج   ×تابع زوج

  



 

 

  
  

  ش دوم:ش دوم:
،ری ری  ور ال  ت ، ا ،ور ور ال  ت ، ا   ور

ل لاپلاس   بد ور و  ل  ل لاپلاسبد بد ور و  ل  بد



ل لاپلاس                            : دوم ش بد ور و  ل  بد  ، ور ال  ت ور ، ا اد  ری  ی   درس: زر

 23صفحه 

2( بخش دوم: سري فوريه، انتگرال فوريه، تبديل فوريه و تبديل لاپلاسبخش دوم: سري فوريه، انتگرال فوريه، تبديل فوريه و تبديل لاپلاس  
  سري فوريه: - 2-1

ي و كسينوسي و اعداد ثابت بيان نمود. هنگامي كه هر تابع متناوبي را مي توان با يك سري شامل مجموعه اي از جملات سينوس
تابعي به اين فرم بيان گردد، تحليل آن در حوزه فركانسي نيز راحت تر خواهد بود. در اكثر كاربردهاي سري فوريه، تحليل 

(مثل پالس فركانسي توابع اهميت فراواني دارد. همچنين در دروسي مانند مدارهاي الكتريكي با بيان منبع ورودي غيرخطي 
  مربعي) بر حسب توابع سينوسي و ثابت و با كمك قضيه جمع آثار مي توان مدار را راحت تر تحليل نمود.

اگر تابع  f t  يك تابع متناوب با دوره تناوبT :باشد، سري فوريه معادل آن عبارتست از  
  

)2 -1(    0
1

2 2
cos sinn n

n

n n
f t a a t b t

T T

 



              
 

  كه در آن:
)2 -2(   0

1
T

a f t dt
T

  
)2-3(  2 2

cosn T

n
a f t t dt

T T

   
  

)2-4(  2 2
sinn T

n
b f t t dt

T T

   
  

  مي باشد.
نكته:  ضريب ثابت سري فوريه همان مساحت زير نمودار تابع  f t .در يك دوره تناوب است  

  

    1-2مثال
ابع وسري فوريه ت f t :را محاسبه نماييد  

   
1 1 0

, 2, 1,1
0 0 1

t
f t T t

t

  
       

  براي محاسبه سري فوريه ابتدا بايد ضرايب آن را جداگانه محاسبه نماييم:

1 1

 f t

t
S

  

 

0

1 1

2

2 2 2
cosn T

a S
T

n
a f t t dt

T T



 

   
  2
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1
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 2
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1 1
sin 0 sin 0

t dt n t dt

n t n
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ی ند یات  س ریا  وه 

 24صفحه 

 
 

 nمقدار داشته باشند در نوشتن سري فوريه معادل براي  nتنها به ازاي مقادير زوج/فرد  nbيا  naنكته: اگر 
2فرد  nو براي  2nزوج  1n  .قرار مي دهيم   

  
بنابراين سري فوريه تابع  f t  در بازه 1,1t   برابر است با: 1-2طبق رابطه  

  0
1

2 2
cos sin

1 2
0 cos
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T T
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1 sin 2 1

2 1

2 2 2
1 sin sin 3 sin 5 ....
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   1 , 2 , ,f t t T t      

 
  نماييم:براي محاسبه سري فوريه ابتدا بايد ضرايب آن را جداگانه محاسبه 

   
2 2

0

1 1 1 1
1

2 2 2 2 2T

t
a f t dt t dt t
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  از روش پروانه اي استفاده مي كنيم:naبراي محاسبه
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0 1
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  نيز از روش پروانه اي استفاده مي كنيم: nbبراي محاسبه

1 t  sin nt

0 1
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  يك عدد صحيح/طبيعي باشد داريم: nنكته: اگر
   
 

cos 1

sin 0

n
n
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بنابراين سري فوريه تابع  f t  در بازه ,t     برابر است با: 1-2طبق رابطه  

  0
1

2 2
cos sin

2
1 0 cos

n n
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1

1

1 1

1 1

12
1 1 sin 1 2 sin

n n
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n

n n

nt nt
n n



 

 

   

  
            

         

 


توجه كنيد كه براي ساده سازي بخش     1
1 1

n n    :از قاعده زير استفاده شده است  
       1 1

. 1 1 1 1
n n nx y x ya a a

         
 بنابراين:

       2
1 2sin sin 2 sin 3 ....

3
f t t t t      

  

سري فوريه زماني دقيقاً با تابع برابر است كه تعداد جملات سري بينهايت باشد، اما اينكار در عمل غير ممكن مي باشد بنابراين 

يك تعداد محدود جمله (براي استفاده از سري فوريه معادل تابع معمولا 
1

N

n
 ( در نظر مي گيرند. بديهيست كه اين تقريب

  خطاي اندكي نيز در پي خواهد داشت. به شكل زير توجه كنيد:

  
3nالف: سري فوريه يك موج مربعي الف با - 1- 2شكل    

  
12nب: سري فوريه يك موج مربعي الف با - 1- 2شكل    

  

فوق پيداست، محاسبه سري فوريه توابع مستلزم محاسبات زمان بر و پيچيده ايست. بنابراين اگر تابع  مثالطور كه از همان
 f t  مي پردازيم. با استفاده از نكاتي محاسبات ضرايب سري فوريه به ساده سازي شرايط خاصي داشته باشد، تا جاي ممكن

  وريه توابع زوج و فرد مي پردازيم:خصوص توابع زوج و فرد خوانديم، بار ديگر به محاسبات ضرايب سري فكه در بخش قبل در 
  

  سري فوريه توابع زوج: -2-1-1
اگر  f t معادل آن بصورت زير محاسبه مي گردند:ضرايب  و يك تابع زوج باشد، سري فوريه  

 )2 -5(       
2

2
0 0

2

1 1 2
T

T

T
T

a f t dt f t dt f t dt
T T T
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  بنابراين:

)2 -8(    0
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2
cosn

n

n
f t a a t

T





    
 

 
  

  سري فوريه توابع فرد: - 2-1-2
اگر  f t :يك تابع فرد باشد، سري فوريه و ضرايب معادل آن بصورت زير محاسبه مي گردند  
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sin sin sin
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  بنابراين:

)2 -12(   
1

2
sinn

n

n
f t b t

T





   
 

 

  به مثال هاي زير توجه نماييد:
  

    2-2مثال
سري فوريه تابع  f t :را محاسبه نماييد  

1)    2 , 2, 1,1f t t T t     
  ابتدا زوج و فرد بودن تابع را مشخص مي نماييم:

     2 2f t t t f t     
  را محاسبه كنيم.  naو   0aتابع زوج است بنابراين تنها بايد ضرايب
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  از روش پروانه اي استفاده مي كنيم:naبراي محاسبه
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بنابراين سري فوريه تابع  f t  در بازه ,t     برابر است با: 1-2طبق رابطه  

   
 

 
 

 

     

0 2 2
1 1 1
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4 1 12 1 2 1
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3 2 3
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  ابتدا زوج و فرد بودن تابع را مشخص مي نماييم:




 f t

t
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  :داريم 11-2. از رابطه را محاسبه كنيم nbيباست بنابراين تنها بايد ضرنسبت به مبدأ تقارن دارد پس فرد تابع
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بنابراين سري فوريه تابع  f t  در بازه ,t     برابر است با: 12-2طبق رابطه  
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3)      sin , 2 , ,f t t t T t        

  

نكته: هدف از نوشتن سري فوريه توابع، محاسبه سري معادل بر حسب جملات سينوسي، كسينوسي و عدد 
ثابت مي باشد. بنابراين اگر تابعي خود بصورت    cos / sint t .بود سري فوريه معادل آن خودش مي شود  

  
بنابر نكته فوق از تابع  f t  تنها بايد سري فوريهt  را محاسبه نماييم چون سري فوريه sin t .خودش خواهد بود  

 
 

1 , 2

,

f t t T

t



 

 

 
 

تابع  1f t :فرد است زيرا  
   1 1f t t f t     

  را محاسبه مي كنيم: nbتنها  بنابراين در محاسبه ضرايب سري فوريه

   2
1 10

4 2 4 2
sin sin
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  از روش پروانه اي داريم: nbبراي محاسبه 
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بنابراين سري فوريه تابع      1 sinf t f t t   در بازه ,t     برابر است با: 12-2طبق رابطه  
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  بسط نيم دامنه: -2-1-3
نوشتن سري فوريه معادل براي تابع براي  f t  0كه متناوب نبوده و در بازه,

2

T 
 
 

ن از بسط نيم مي توا تعريف شده است 

دامنه استفاده نمود، بدين معنا كه ابتدا تابع جديد  g t  در بازه متقارن,
2 2

T T  
 

بصورت زوج يا فرد چنان بسط داده  

,0شود كه در بازه مي
2

T 
 
 

همان   f t  باشد. سپس با نوشتن سري فوريه تابع زوج يا فرد g t  0در بازه,
2

T 
 
 

به سري  

فوريه معادل تابع  f t .خواهيم رسيد  
  

الف) سري فوريه كسينوسي تابع غيرمتناوب  f t:  
  

اگر تابع  f t :بصورت زوج بسط داده شود داريم  

 
 

 

0
2

0
2

T
f t t

g t
T

f t t

   
    


  

شكل زير بسط زوج تابع  f t :را به خوبي نمايش مي دهد  
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2

T

 f t

t

0
2

T


 g t

  
: بسط زوج تابع 2- 2شكل  f t  

بنابراين سري فوريه تابع  g t  0كه در بازه,
2

T 
 
 

همان   f t :مي باشد، معادل سري فوريه تابع زوج خواهد بود  

)2 -13(   2
0 0

2 T

a f t dt
T

  
)2-14(  2
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4 2
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n

n
a f t t dt
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)2-15( 0nb  
  بنابراين:

)2 -16(    0
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2
cosn

n

n
f t a a t

T





    
 

 

تابع  سري فوريه كسينوسييا  بسط كسينوسياز آنجا كه اين سري فوريه تنها شامل جملات كسينوسي مي باشد، به آن 
 f t.گويند  
) سري فوريه سينوسي تابع غيرمتناوب ب f t:  

  

اگر تابع  f t :بصورت فرد بسط داده شود داريم  

 
 

 

0
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0
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T
f t t

g t
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f t t

   
    


  

شكل زير بسط فرد تابع  f t :را به خوبي نمايش مي دهد  

2

T

 f t

t

0

2

T


 g t

  
: بسط فرد تابع 2- 2شكل  f t  

بنابراين سري فوريه تابع  g t  0كه در بازه,
2

T 
 
 

همان   f t :مي باشد، معادل سري فوريه تابع فرد خواهد بود  

)2-17( 0 0a  
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)2-18( 0na  
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b f t t dt

T T

   
  

  بنابراين:

)2 -20(   
1

2
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n

n
f t b t
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تابع  سري فوريه سينوسييا  بسط سينوسياز آنجا كه اين سري فوريه تنها شامل جملات سينوسي مي باشد، به آن  f t

  گويند.
  

,0نكته: دوره تناوب تابع بسط داده شده دو برابر طول نيم بازه 
2

T
t   

 
  مي باشد. 

  

  به مثال هاي زير توجه كنيد:
  

    3-2مثال
سري فوريه كسينوسي تابع  f t :را محاسبه نماييد  

   1 , 0,2
2

t
f t t    

  را مشخص مي نماييم: بسط داده شده تابع دوره تناوبابتدا 
   0,2 2 2 0 4t T     
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  بنابراين:

   
 

 

2
1

2

2 11 4 1
cos ,0 2

2 2 1 ! 2

1 4 1 3 1 5
cos cos cos ...
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    4-2مثال
سري فوريه سينوسي تابع  f t :را محاسبه نماييد  

   1, 0,1f t t t    
  ابتدا دوره تناوب تابع بسط داده شده را مشخص مي نماييم:

   0,1 2 1 0 2t T     
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4 2 4 2
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  بنابراين:
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  سري فوريه نمايي يك تابع متناوب: - 2-1-4
  اگر توابع سينوسي و كسينوسي را بر حسب تابع نمايي و به فرم زير بيان كنيم:
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)2 -21(   sin
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)2-22(  cos
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  به يك رابطه ساده به فرم 1- 2رابطه 
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n
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  تبديل مي شود كه در آن

)2 -24(   
2

2

2

1
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T
Tnc f t e dt
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را سري فوريه نمايي تابع  23- 2مي باشد. رابطه  f t :نامند. به مثال زير توجه كنيد  
-  

    5-2مثال
 سري فوريه نمايي تابع f t :را محاسبه نماييد  
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  بنابراين:

    
 1

sinh 1

1
i nt

n

i n ti
f t e

i n








 

  
   , 2 , ,f t t T t      

t inte

1

0

int1
e

in


 
int

2

1
e

in




  


 

   

2 2 2
2

int int int int
2 2

1

in in in in
2 2

in in in in
2

1 1 1 1 1

2 2

1 1 1

2

1 1 1
2

2 2

n

i i
i i n ni i i

i
c t e e te e

in n nin

i i
e e e e

n n n n

i i e
e e e e

n n n









   

   

 

 


 
 

   




    


 


 

  
  

                  

      
 

       
 

    

in in in in

2

2

0

1
2

2 2

1 2 2 1
cos sin

2 2

e e e
i

n i

i i
n n

n n

   

  
 





     
     

    
  
    

  
  


2       cos cos 1
ni i i

n n
n n n

   

 



ل لاپلاس                            : دوم ش بد ور و  ل  بد  ، ور ال  ت ور ، ا اد  ری  ی   درس: زر

 35صفحه 

  بنابراين:

   
1

1
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  خواص سري فوريه: -2-1-5
  :آمده است 1-2بصورت ليست وار در جدول  برخي از آنها  داراي خواصيست كهسري فوريه توابع متناوب 

  

  : خواص سري فوريه1- 2جدول 
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T T

n n
n n

f t a e g t b e
        

   

 

  
  

  

  سري فوريه معادل تابع خصوصيت رديف

  خطي بودن  .1   f t g t   
2 n

i t
T

n n
n

a b e


 
   
 



 

  شيفت زماني  .2 0f t t  0
2 2n n

i t i t
T T

n
n

a e e
        

   



 
  
 

 

  شيفت فركانسي  .3 
2 M

i t
Tf t e
 

 
   

2 n
i t

T
n M

n

a e
   

 



  

  معكوس زماني  .4 f t  
2 n

i t
T

n
n

a e
   

 



  

  1كانولوشن  .5   *f t g t   
2 n

i t
T

n n
n

Ta b e
   

 


  

  ضرب  .6   f t g t  
2 n

i t
T

n n
n

a b e
    

 


 

 
 
 

  


 

  مشتق  .7 df t

dt
 

2
2

n
i t

T
n

n

n
i a e

T

    
 



 
 
 

 

 انتگرال  .8
0(با شرط  0a (  

t
f d 

 
2

2

n
i t

T
n

n

T
a e

i n





   
 



 
 
 

 

  قانون پارسوال  .9  2 21
n

T

f t dt a
T





 

  

  انتگرال فوريه: - 2-2
براي توابع غيرمتناوب، بجاي سري فوريه مي توان انتگرال فوريه معادل را استفاده نمود. اگر تابع  f t  يك تابع غيرمتناوب و

  باشد، آنگاه مي توان يك معادله انتگرالي به فرم زير بعنوان انتگرال فوريه معادل براي آن محاسبه نمود: 2مطلقاً انتگرال پذير

                                                                                                                                                           
  رال كانولوشن است. كانوالو دو تابع با علامت * نمايش داده مي شود:كانوالو، يك عمل رياضي بين دو تابع مي باشد كه حاصل آن يك رابطه انتگرالي به نام انتگ 1

       *
t

f t g t f g t d  


  

تابع  2 f t  اگر انتگرال مطلقاً انتگرال پذير است، در f t dt


 .همگرا باشد 
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)2 -25(            
0

cos sinf t A t B t d    


  
  كه در آن:

)2 -26(       1
cosA f t t dt 





  

)2-27(      1
sinB f t t dt 





  

  مي باشند.
  

  انتگرال فوريه توابع زوج: - 2-2-1
  با استفاده از خواص توابع زوج، انتگرال فوريه توابع زوج بصورت زير خواهد بود:

)2 -28(       
0

cosf t A t d  


  
  كه در آن:

)2 -29(       
0

2
cosA f t t dt 




  
)2-30(   0B   

  مي باشند.
  انتگرال فوريه توابع فرد: - 2-2-1

   توابع فرد، انتگرال فوريه توابع زوج بصورت زير خواهد بود:با استفاده از خواص 
)2 -31(       

0
sinf t B t d  


  

  كه در آن:
)2 -32(    0A   
)2-33(      

0

2
sinB f t t dt 




  
  مي باشند.

  

  با ارائه چند مثال بيشتر اين موضوع را بررسي خواهيم نمود:
  

   :6-2مثال
 انتگرال فوريه توابع زير را محاسبه نماييد:

 
0

t t
f t

t




    

t t

t
t

t

  






     


 
     

t
0

 f t
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تابع  f t  داريم: 33-2تا  31-2فرد است بنابراين با استفاده از روابطه  
 

       
0 0

0

2 2
sin sin

A

B f t t dt t t dt




  
 





   

t  sin t

1

0

 1
cos t




 2

1
sin t








         

       

   

2 2
00

2 2

2

2 1 1 2 1 1
cos sin cos sin

2 1 1 2 1 1
cos sin 0 0 cos sin

2 2
cos sin

B t t t t t t
 

    
     

     
     

 
 

                        

             
   

    
 

 
 

است در حالت كلي  يك عدد حقيقي و متعلق به  آنجا كهنكته: از      sin 0,cos 1
    .مي باشد  

  

  بنابراين:

       20

2 2
cos sin sinf t t d   

 
    
  

  

  tf t e 
  

تابع  f t  داريم: 30-2تا  28-2زوج است بنابراين با استفاده از روابطه  

          
0 0 0

2 2 2
cos cos cost tA f t t dt e t dt e t dt   

  
       

  را مشخص مي كنيم: vو  uابتدا توابع  

     1
cos cos sin

t tu e du e dt

t dt dv v t dt t  


     



    
 

          

     

0

0 0
0

0

2 2 1 1
cos sin sin

2 1 1 2
sin sin sin

t t t

u
du

v v

t t t

A e t dt e t t e dt

t e e t dt e t dt

   
   

  
   

   


   



    
           

        
 
 

   
 
 

 

 

 



 

  جزء استفاده مي كنيم:اكنون بار ديگر از روش جزء به 

     1
sin sin cos

t tu e du e dt

t dt dv v t dt t  
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0 0

0

0
0

1 1
0 1

2

2 2 1 1
sin cos cos

2 1 1
cos cos

2

t t t

u
du

v v

t t

I

A e t dt e t t e dt

t e e t

 

   
   

 
  





   


 

  

                               
 
 
        
 
 

 

 



 



   

 

 

2

0

2 2

2

2 2 2 2 2

2

2

2 2
cos

2 2 2

1 1 1 1 1
1

1

2 1

1
0

t

I

A e t I

I I

I I I

A

B



 
 

  


    


 



   

  

              








 

  بنابراين:

   20

2 1
cos

1
f t t d 

 
     

  تبديل فوريه: - 2-3
اگر انتگرال فوريه تابع  f t  را به فرم نمايي بيان كنيم، به تابع حاصل كه تابعي از متغير  مي باشد، تبديل فوريه f t 

  گويند:
)2 -34(         i tF f t f t e dt

 


  F 

كه در آن  F   تبديل فوريه f t  و F .عملگر تبديل فوريه مي باشد  
  

تبديل فوريه براي ساده سازي محاسبات پيچيده و انتگرالي حوزه زمان  t  بكار مي رود. بطوريكه با تبديل فوريه، حوزه زمان
 t  به حوزه فركانس   خواهد بود. در انتهاي محاسبات براي تبديل شده كه در اين حوزه محاسبات به مراتب ساده تر

محاسبه پاسخ در حوزه زمان بايد از تبديلي ديگر كه حوزه فركانس را به حوزه زمان تبديل مي كند استفاده نمود كه اين تبديل 
  را عكس تبديل فوريه نامند:

)2 -35(        1

2
i tf t f t F e d 





  -1F 

كه در آن  -1F  عكس تبديل تبديل فوريه گويند.عملگر را  
  

  به مثال هاي زير توجه كنيد:
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   :6-2مثال
 تبديل فوريه توابع زير را محاسبه نماييد:

 
0

0 0

t
t

t



   

  

t
0

 t

 
  

تابع نكته:  t يا دلتاي ديراك گويند. مقدار تابع در نقطه صفر، نامعلوم است براي  1با مشخصات فوق را تابع ضربه
  همين آن را با يك فلش نمايش مي دهند.

  خواص مهم تابع بصورت زير است:
   

         0 0 0

1 *

**

t dt

f t t t f t t t



 





 



  


 

  

  اكنون تبديل فوريه تابع پله را محاسبه مي كنيم:

   
 

   

      
 

**
0

*

0

1

i t i t

i t

t e t e t e t

t t e dt t dt

 



   

  

 

 

 

   

    F

   ktf t e u t 
  

تابع نكته:  u t يا هوي سايد گويند. خاصيت مهم تابع پله در اينست كه اگر در هر  2با مشخصات فوق را تابع پله
  تابعي ضرب گردد، مقادير تابع را در دامنه منفي آن حذف مي كند.

  

1

t
0

 u t

 
1 0

0 0

t
u t

t


  

  
  

ضريب  u t  در كنار توابع معمولاً زماني بكار برده مي شود كه متغير تابع زمان باشد و از آنجا كه زمان نمي تواند

                                                                                                                                                           
1 Impulse Function or Dirac Delta Function 
2 Unit Step Function or Heavy Side Function 
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  منفي باشد، تابع مورد نظر هرگز در دامنه منفي مقدار نخواهد داشت.
  

t
0

 f t

1

 

             
0 0

1 1 1
0 1t i k t i ki t kt i tf t f t e dt e u t e dt e dt e

k i k i k i
  

  
        

 

 
      

    F

 
 

بيان گرديد استفاده شود، دو جدول خواص تبديل فوريه و زوج تبديلات  6-2كه در مثال براي آنكه كمتر از محاسبات انتگرالي 
  فوريه ارائه شده است.

  با استفاده از تركيب اين دو جدول مي توان تبديل فوريه اكثر توابع را مشخص نمود. 
  

 فوريهجدول زوج تبديلات  :2- 2 جدول

 F  ( )f t رديف 
1  t  1   

  1

i
 


  u t  2   

 02   0i te  3   

2 2

2a

a  
a te   4   

1

i a  ( )ate u t  5   

 2

1

i a  . . ( )att e u t  6   

    0 0i

          0sin t  7   

    0 0          0cos t  8   

    
2

0 0 2 2
02i

      
 

   


 0sin ( )t u t  9   

    0 0 2 2
02

i      
 

   
  0cos ( )t u t  10   

 2 2
0

s a

s a 


   0cos ( )ate t u t  11  

 
0
2 2

0s a


   0sin ( )ate t u t 12  
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ae
a

 
2 2

1

t a 
13  

  
 جدول خواص تبديل فوريه :3- 2 جدول

 F    f t رديف 
   1 2F F        1 2f t f t  1   
1

F


 
 
 
 

   f t  2   

 0i te F    0f t t  3   

0( )F     0te f t  4   
 n

n

d F

d




     .
n

it f t  5   

   n
i F     n

n

d f t

dt
  6   

      0
F

F
i


 


   

0

f d 


  7   

   2 21
| | | |

2
f t dt F d 



 

 

    .8 قانون پارسوال

  

  براي آشنايي بيشتر با روش استفاده از جداول فوق، به مثال زير توجه كنيد:
  

   :7-2مثال
 تبديل فوريه توابع زير را محاسبه نماييد:

     sin 3 4cos 2 tf t t t e   
  

تابع  f t  از مجموع سه تابع تشكيل شده است. براي محاسبه F   ابتدا تبديل فوريه سه تابع  3-2با استفاده از خاصيت اول جدول
  را جداگانه محاسبه نموده و سپس جمع مي نماييم:

2-2لودج7 فيدر     
0

sin 3 3 3t
i

    
  
 
 

 
    





F

2-2لودج8 فيدر     
0

cos 2 2 2t


    
  
 
 

 
  


 


F

2-2لودج4 فيدر 2
1

2

1
t

a

e


 




 

 
F

 
         

          2

sin 3 4 cos 2

2
3 3 4 2 2

1

tF t t e

i



         


   

        


F F F
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  2 4tf t e  
تابع  f t  2تابع te 0داراي شيفتي برابر با  است كه 4t  مي باشد:  

  
2 4 24

2 2
2

4

2
t ti

a

e e e


  



 



 

 
F F

 
  

   :8-2مثال
 معادله ديفرانسيلي زير را حل نماييد:

     44 ty t y t e u t   
  

يكي از كاربردهاي تبديل فوريه، حل معادلات ديفرانسيل مي باشد. براي حل معادله ديفرانسيل فوق و محاسبه تابع  y t  ابتدا به
  طرفين معادله تبديل فوريه اعمال مي كنيم:

       
        

        

      

2 2 2

4

4

2 2 2 2 22

4

4

1 1
4 4

4 4
1 1 1 1

4 4 4 44

t

t

i

y t y t e u t

y t y t e u t

i Y Y Y i
i i

Y
i i i

 

    
 


   







  

  

     
 


    

    

F F

F F F

 

اكنون براي بدست آوردن  y t عكس تبديل فوريه ، Y  :را محاسبه مي كنيم  

 

 

2 2

44
2 2 2 2

4

2 2 2 2 2 2

1

4

2 8

4

1 8 1 8 1 1 1

4 8 8 4 8 4 8

a t ta

t

y t

a
e e

a

e y t



 

  

 



 
 
 

   
   
   

     
     
   






  
 

    
     

    

-1

-1 -1

-1 -1 -1

F

F F

F F F

 

  

  تبديل لاپلاس: - 2-4
sتبديل لاپلاس تبديلي مشابه به تبديل فوريه است كه تابعي از متغير مختلط  i    مي باشد. تبديل لاپلاس تابع f t 

  به فرم زير بيان مي شود:
)2 -36(        

0

stF s f t f t e dt
   L 

كه در آن  F s  تبديل لاپلاس f t  و L .عملگر تبديل لاپلاس مي باشد  
  

  طرفه نيز گويند.نكته: تبديل لاپلاس را تبديل فوريه يك 
  نكته: تبديل لاپلاس بر روي توابع تعريف مي گردد كه در دامنه منفي داراي مقدار صفر باشند، يعني:

  0, 0f t t   
  

تبديل لاپلاس نيز مانند تبديل فوريه براي ساده سازي محاسبات پيچيده و انتگرالي حوزه زمان  t رود. عكس تبديل  بكار مي
  لاپلاس بصورت زير تعريف مي گردد:
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)2 -37(        
0

1

2
stf t f t F e ds

i





  -1L 
كه در آن  -1L .به مثال هاي زير توجه كنيد: را عملگر عكس تبديل لاپلاس گويند  

   :9-2مثال
 توابع زير را محاسبه نماييد: لاپلاستبديل

   f t u t 
  

      
0 0

1 1
0 1st stt u t e dt e dt

s s


   
      L

   3tf t te u t 
  

 
         33

0 0 0

t si t t stf t f t e dt te u t e dt te dt          L
 

t

1

0





 3t se 

 
 31

3
t se

s
 



 
 3

2

1

3

t se
s

 



    
 

 
 

 
 

 
 

   

3 3 3 3

2 2

0 0

2 2

1 1 1 1

3 33 3

1 1
0 0 0

3 3

t s t s t s t sf t t e e te e
s ss s

s s

 

       
     

                 

 
     
   

L

 
  

بيان گرديد استفاده شود، دو جدول خواص تبديل لاپلاس و زوج  9-2براي آنكه كمتر از محاسبات انتگرالي كه در مثال 
  است.  با استفاده از تركيب اين دو جدول مي توان تبديل لاپلاس اكثر توابع را مشخص نمود.تبديلات لاپلاس ارائه شده 

  

 جدول زوج تبديلات لاپلاس :4- 2 جدول

 F s ( )f t رديف 

1  t  1   
1

s
 u t  2   

2

1

s . ( )t u t  3   

1

!
n

n

s  . ( )nt u t  4   

1

s a ( )ate u t  5   

  1

!
n

n

s a
 . . ( )n att e u t  6   

0
2 2

0s


  0sin ( )t u t  7   

2 2
0

s

s   0cos ( )t u t  8   
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 2 2
0

s a

s a 


   0cos ( )ate t u t 9   

 
0
2 2

0s a


 

 0sin ( )ate t u t 10   

 جدول خواص تبديل لاپلاس :5- 2 جدول

 F s   f t رديف 
   1 2F s F s      1 2f t f t  1   
1 s

F
 

 
 
 

   f t  2   

 0t se F s   0f t t  3   

0( )F s s   0s te f t  4   
 dF s

ds
   .t f t  5   

   
1

n
n

n

d F s

ds
   .kt f t  6  

       2 1
1 2 1

2 1

0 0 0k
n n n n

k

df d f d f
s F s s s s

dt dt dt


  

     n

n

d f t

dt
  7   

 F s

s
   

0

f t dt


  8   

   1 2F s F s     1 2f t f t  9   

   1 2

1

2

C j

C j

F p F s p dp
j

 

 

     1 2f t f t  10  

  
  براي آشنايي بيشتر با روش استفاده از جداول فوق، به مثال زير توجه كنيد:

  

   :10-2مثال
 توابع زير را محاسبه نماييد: لاپلاستبديل

   2 4tf t te 
 

  

تابع  f t  0به نظر يك تابع داراي شيفت به اندازه 4t   0مي باشد. مي دانيم كه اگر تابعي داراي شيفت زماني به اندازهt  باشد اين
تمام بخش هاي آن كه بر حسب زمان تعريف شده است ديده شود كه در اين تابع اينطور نيست. بنابراين ابتدا تابع را به فرم در شيفت بايد 

  شيفت داده شده تبديل مي كنيم:
             2 4 2 4 2 4 2 44 4 4 4t t t tf t te t e t e e              

  داريم: 5- 2جدول  4و  1 واصبا استفاده از خ
  

                    2 4 2 4 2 4 2 4 4 2 4 24 4 4 4 4t t t t s t s tF s t e e t e e e te e e                   L L L L L 
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  داريم: 4-2جدول  6و  5بنابراين طبق زوج تبديلات شماره 
  

 
       

 
   

4 4 4 4 4
2 2 2 2

1 4 21 1 1 4 4 9
4

2 22 2 2 2
s s s s ss s

F s e e e e e
s ss s s s

    
           

                                 
 

   cos 3f t t t
 

  

  داريم: 4-2جدول  8شماره  لزوج تبديو  5-2جدول  5با استفاده از خاصيت 

         
   

2 2

0

9 2

2 23

2 22 2 2

1 9 2 9
cos 3 cos 3

9 9 9

s s

s s sd d s s
F s t t t

ds ds s s s



 



 
                       
 



L L 

  

، استفاده از آن براي محاسبه عكس تبديل لاپلاس توابع است. با دقت در اين جدول 4-2جدول  يكي ديگر از كاربرد هاي
تابع  در صورت امكان بينيم كه تبديل لاپلاس اكثر توابع مهم فرم كسري دارد. بنابراين براي استفاده از اين جدول ابتدا بايدمي

  مورد نظر را به كسرهاي جزئي تقسيم نماييم.
  

   :11-2مثال
 توابع زير را محاسبه نماييد: لاپلاستبديلعكس

  2

7

7 12

s
F s

s s




  
  

  را به كسرهاي جزئي تقسيم نماييم:ابتدا بايد تابع 

        

     

1
2

1
3 3

7 7

7 12 3 4 3 4

lim 3 lim 3
s s

As s B
F s

s s s s s s

A s F s s
 

 
   

     

   
 

7

3

s

s


    

     

3

2
4 4

7
lim 4

44

lim 4 lim 4

s

s s

s

ss

A s F s s



 


 



   
   

7

3 4

s

s s


   

     

4

7
lim 3

3

4 3

3 4

s

s

s

F s
s s
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         3 41 1
4 3 4 3

3 4
t tf t e e u t

s s
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2

2

5 6

7 10

s s
F s

s s
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2 25 6 7 10s s s s   
1 2 7 10

12 4

s s

s

  

  

 

 
2

1 2
2 2

5 6 12 4
1 1

7 10 7 10 2 5

G s

A As s s
F s

s s s s s s

   
      

     



 
 

     1
2 2

lim 2 lim 2
s s

A s G s s
 

   
 

12 4

2

s

s

 
    

     

2

2
5 5

12 4
lim 6.67

55

lim 4 lim 4

s

s s

s

ss

A s G s s



 

 
 



   
   

12 4

2 5

s

s s

 
   

     

5

12 4
lim 18.67

2

6.67 18.67
1

2 5

s

s

s

F s
s s



 
  



   
 

 

  داريم: 4- 2جدول  5و  1شماره  تلازوج تبدياكنون با استفاده از 

             2 51 1
1 6.67 18.67 6.67 18.67

2 5
t tf t t e e u t

s s
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2

3

2 3

1

s s
F s

s

 


 
  

  را به كسرهاي جزئي تقسيم نماييم:ابتدا بايد تابع 

 
       

        

2
1311 12

3 2 3

3 3 3
1 2 3

3 1 2
3 3

11 3 1 21
1

2 3

11 1 1

1 1
lim 1 lim 1

3 1 ! 2

k k k
j j j

s
s

AA As s
F s

ss s s

d d
A s F s s

ds ds

  
  






 
   

  

   


  

 

2 2 3

1

s s
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2
2

3 21

3 2
3 3

12 3 21 1

1
lim 2 3

2

1
2 1

2

1
lim 1 lim 1

3 2 !

s

s s

d
s s

ds

d d
A s F s s

ds ds





 

 
    
  
 

  

   
  

2 2 3

1

s s
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2
3 1

1

3 3
3 3

13 3 31 1

0! 1

1
lim 2 3

2

lim 2 2 0

1
lim 1 lim 1

3 3 !

s

s

s s

d
s s
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d
A s F s s
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1
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2
3 1

2

3 3

lim 2 3 2

2 3 1 2
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s s

s s
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  داريم: 4- 2جدول  6و  5شماره  لاتزوج تبدياكنون با استفاده از 

     
   2

3

1 2

1 1
t tf t e t e u t

s s
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نيازي به تجزيه كسر نداشته و قطعاً  يكي  نكته: اگر كسر مورد نظر ريشه حقيقي نداشته باشد، عكس تبديل لاپلاس

  و يا تركيبي از آندو خواهد بود. 4-2جدول  10و  9از زوج تبديلات شماره 
  زير توجه كنيد:هاي به مثال 

  

   :12-2مثال
 زير را محاسبه نماييد: تابع لاپلاستبديل

 
2

2

2 1

1

s s
F s

s s

 


 
 

  

2 22 1 1s s s s   
1 2 1

3

s s

s

  

 
 

 

2

2 2

22

2 1 3
1

1 1

1 0 1 4 1 1 3 0

s s s
F s

s s s s

s s

 
   

   

            
 

  

يا تركيبي از آندو مي رسيم. ابتدا مخرج  4-2جدول  10و  9بنابراين در محاسبه عكس تبديل لاپلاس قطعاً به يكي از زوج تبديلات شماره 
  متحد قرار مي دهيم: 10و  9كسر را با فرم زوج تبديلات 

 

 

22 2 2 2 2
0 0

22 2
2 20
0 0 0

22
2

22

1 2

1
2 1 2

1 1 3 31
1 1

2 4 4 2

1 3
1
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3
1

1 3
2 2

s s s a s as a

a
a

a

s s s

s
F s
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  تبديل مي كنيم: 10و  9فرم زوج تبديلات  اكنون صورت كسرها را به
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 3
3 sin

2
t u t

  
       

 

  
  

   :13-2مثال
 :ديفرانسيلي زير را حل نماييدعادلهم

       
   

4 5 3

0 0 0

y t y t y t t

y y

   

   
  

به منظور حل معادله ديفرانسيلي و محاسبه  y t داريم: 5-2جدول  7و  1. با استفاده از خواص بايد از طرفين تبديل لاپلاس گرفته شود  
         

           

   


 


   


 

    

2
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2
2
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يا تركيبي از آندو مي رسيم. ابتدا  4-2جدول  10و  9يكي از زوج تبديلات شماره بنابراين در محاسبه عكس تبديل لاپلاس قطعاً به 
  متحد قرار مي دهيم: 10و  9تبديلات مخرج كسر را با فرم زوج 
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  داريم: 4-2جدول  10شماره  لزوج تبدياكنون با استفاده از 

 
   

   2
2 22 2

3 1
3 3 sin

2 1 2 1
ty t e t u t

s s


      
     
         

-1 -1L L 
  

  

نكته: اگر تابع  f t  تابعي متناوب با دوره تناوبT :باشد، تبديل لاپلاس آن از رابطه زير محاسبه مي گردد  
   

0

1

1

T st
Ts

F s f t e dt
e




   
  

  به مثال زير توجه كنيد:
  

   :14-2مثال
 :تبديل لاپلاس تابع زير را محاسبه نماييد

 f t

t

2

T T

1

1

...

...

  
  

ابتدا رابطه رياضي تابع  f t :را مي نويسيم  

     1 0
,2

1 0

T
t

f t f t T f t
t T

    
  

 

  

 اكنون با استفاده از نكته فوق داريم:
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  اين مبحث را با بيان دو قضيه مهم در تبديل لاپلاس به پايان مي بريم:
  
  
 :اگر  قضيه مقدار اوليه F s  تبديل لاپلاس تابع f t اوليه باشد، مقدار  f t :از رابطه زير بدست مي آيد  

  

)2 -38(     0 lim
s

f s F s


 
  

 :اگر  قضيه مقدار نهايي F s  تبديل لاپلاس تابع f t  نهاييباشد، مقدار  f t :از رابطه زير بدست مي آيد  
  

)2 -39(     
0

lim lim
t s

f t s F s
 

 
  براي درك بهتر اين دو قضيه به مثال زير توجه كنيد:

  

   :15-2مثال

تبديل لاپلاس تابع  f t  بصورت زير است، مقدار اوليه و نهايي   df t
g t

dt
 را محاسبه نماييد:  
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2 1

1

s
F s

s s
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وم ومش    ::ش 
ط   ت ع  ر و  ط،  ت د  دا طا ت ع  ر و  ط،  ت د  دا   ا
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3( اعداد مختلط، متغير و تابع مختلطاعداد مختلط، متغير و تابع مختلط: : سومسوم  بخشبخش  
  

  اعداد مختلط: - 3-1
  مجموعه اعداد معروف در رياضيات عبارتند از:

  
اعداد طبيعي: 1,2,3,. . . . .  

اعداد حسابي: 0,1,2,3,. . .Ι  

اعداد صحيح: . . . , 1,0,1,. . .   

  اعداد حقيقي:

   اعداد مختلط :

C
R

Z
I N

  
  آنها: مجموعه اعداد معروف و ارتباط بين 1-3شكل 

  

2است بطوريكه در اين مجموعه اعداد حل معادلاتي نظير  ، تعميم مجموعه اعداد حقيقيمجموعه اعداد مختلط  1x   
   ممكن باشد.

zهر عدد مختلط را با  x iy   درآن نمايش مي دهيم كه,x y  .مي باشندx  را قسمت حقيقيz ) Rex z ( و
y  را قسمت موهوميz ) Imy z ( .گويند  

صفحه مختلط يك صفحه مختصات دكارتيست كه در آن محور عمودي را محور موهومي و محور افقي را محور حقيقي نامند. 
  مي باشد. iو بردار پايه محور موهومي عدد  1بردار پايه محور حقيقي عدد 

  
  : صفحه اعداد مختلط2-3شكل 

  
  

1است. بطور مثال در عدد  iنكته بسيار مهم: توجه كنيد كه قسمت موهومي يك عدد مختلط ضريب  2z i  
  .2iمي باشد و نه 2قسمت موهومي 

  

  را با مشخصات زير عدد موهومي گويند:i 3همچنين طبق تعريف 
  

)3-1( 1i   
)3-2( 2 1i  

)3 -3(  1
i

i
 

                                                                                                                                                           
3 

 

2 2

2

2

1 0 1 1

1 1

1

1

x x x i

i i

i i i
i

i i i

          

    

    


 

 Re z

 Im z

P x jy

r

 Imy z

 Rex z
i

2i

1 3
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  نمايش يك عدد مختلط: - 3-1-1

  يك عدد به دو روش دكارتي (مربعي) و قطبي نمايش داده مي شود:
    

زوج عدد حقيقي ش يك عدد به فرم دكارتي، عدد مختلط با يك در نماي فرم دكارتي:الف) نمايش يك عدد مختلط به 
  نمايش داده مي شود كه همان بخش هاي حقيقي و موهومي عدد مختلط هستند:

 Im z

 Re zx

iy
z x iy 

  
  : نمايش يك عدد مختلط به فرم دكارتي3-3شكل 

  

عدد مختلط با يك زوج عدد حقيقي نمايش  يك عدد به فرم قطبي،ش در نماي :قطبينمايش يك عدد مختلط به فرم ب) 
داده مي شود كه اندازه  r z   و زاويه عدد مختلط z  :مي باشند  

 Im z

 Re z

r

iz r re  



  
  : نمايش يك عدد مختلط به فرم قطبي4-3شكل 

  

 نكات مهم:

       در نمايش قطبي عدد مختلط به يكي از دو صورتz r   4ياiz re  .نمايش داده مي شود 

       اندازه يك عدد مختلط هرگز نمي تواند  عدد مختلط فاصله آن تا مبدأ مختصات مي باشد.(آرگومان)  منظور از اندازه
  منفي باشد.

      اندازه يك عدد مختلط: خصوصيات  
0, 0 0z z z    )1  

1 2 1 2.z z z z )2  
1 2 1 2z z z z   )3  
1 2 1 2z z z z   )4  

       منظور از زاويه عدد مختلط، زاويه عدد با محور حقيقي مثبت مي باشد كه معمولاً اين عدد براي اعداد مختلط روي
)ه مثلثاتي در بازه داير , ]  .بيان مي گردد  

      :خصوصيت مهم زاويه يك عدد مختلط  
1 2 1 2z z z z   

                                                                                                                                                           
  بر طبق فرمول دآمور داريم: 4

cos sinie j    
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  تبديل دو فرم قطبي و دكارتي به يكديگر: -3-1-2
  روابط زير ارتباط بين دو فرم قطبي و دكارتي به يكديگر را نمايش مي دهند:

)3 -4(  2 2r z x y   
)3 -5(  1 1 1s in ( ) cos ( ) tan ( )

y x y

r r x
     

)3 -6(   
cos

cos sin
sin

i x r
z re r i

y r
 

 



     

  

بسيار تعيين كننده است.  در هر ربع از دايره مثلثاتي، cosو  sinنكته بسيار مهم: براي تعيين زاويه اعداد، علامت 
  براي اينكه به راحت ترين راه ممكن زاويه صحيح را تعيين كنيم، ابتدا يك زاويه كمكي بصورت

1tan
y

x
    

  تعيين مي كنيم: بصورت زير Cرا با توجه به جايگاه عدد در صفحه  تعيين نموده و زاويه 
 Im z

 Re z





2



2



0

' '   

'  '    

  
  
  

   :1-3مثال
 اعداد مختلط زير را به فرم قطبي تبديل نماييد:

1z i  )1 
  

 Im z

 Re z

2 2

1

1 1 21
11 ' tan 45
1

r zx

y   

          


 
2 45z   
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1z i  )2 
  

 Im z

 Re z

 22

1

1 1 2
1

11 ' tan 45 ' 45
1

r z
x

y   

     
          


 

2 45z    
  

3z i   )3 
  

 Im z

 Re z

 2
2

1

3 1 2
3

11 ' tan 30 180 ' 150
3

r z
x

y   


        

        
 

 
2 150z   

  

1 3z i   )4 
  

 Im z

 Re z

 2
2

1

1 3 2
1

33 ' tan 60 180 ' 120
1

r z
x

y   


                   


 

2 120z    
  

   :2-3مثال
 نماييد:اعداد مختلط زير را به فرم دكارتي تبديل

2 30z   )1 
  

     3 1 6 22
2 cos 30 sin 30 2 1.22 0.707

2 2 2 230

r
z i i i i



                   
 
  

3
3

z


  )2 
  

3
1 3 3 3 3

3 cos sin 3 1.5 2.6
3 3 2 2 2 2

3

rad

r

z i i i i
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  مهم:  اتنك
     ،مي توان از شكل زير كمك  براي تبديل فرم قطبي به دكارتي (و برعكس) اعدادي كه روي محور هاي اصلي قرار دارند

  گرفت:

0 0k i k  

 Im z

 Re z

90ki k 

90

ki

k


  

0 180k i k   

  
       رابطهir e   باr  ثابت و زاويه متغير در بازه      معادله يك دايره به شعاعr  .را نمايش مي دهد  
      0رابطه

ire z   باr  ثابت و زاويه متغير در بازه      معادله يك دايره به شعاعr   0و مركزz  را نمايش
  دهد. مي

    :به روابط زير توجه كنيد  

0z

r

y

x

0

0

0

0

0

:

:

:

:

:

z z r

z z r

z z r

z z r

z z r

 

 

 

 

 

r 0z

r 0z

r 0z

r 0z

r 0z

  
  

  اعمال جبري روي اعداد مختلط: -3-1-3

دو عدد مختلط را در صورتي مساوي گويند كه بخش هاي حقيقي آن دو با هم برابر و  الف) تساوي دو عدد مختلط:
  هاي موهومي آندو نيز با هم برابر باشند:بخش

   
   

1 2

1 2

1 2

1
1 2

2
1 3

3

Re Re

Im Im

3 4

2 4

3

z z
z z

z z

z i
z z

z i
z z

z i
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  ب) جمع و تفريق اعداد مختلط:
1 2 1 1 2 2 1 2 1 2

1 2 1 1 2 2 1 2 1 2

1 1 2

2 1 2

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

3 4 5 8

2 4 1

z z x iy x iy x x i y y

z z x iy x iy x x i y y

z i z z i

z i z z

        
        

     
     

  

  ضرب اعداد مختلط: ج)

      

     

2

1 21 2

1 2 1 1 2 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

1

1 2 1 2 1 2

1
1 2

2

30
1 60

1 290
2

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

3 4
6 12 8 16 10 20

2 4

4
4

1

i

ii i

i
i

i

z z x iy x iy x x x iy iy iy iy x x x y y i x y y x

z z re r e r r e

z i
z z i i i

z i

z e
z z e

z e

  






 

 

          

 

 
         

   




  

  ويژگي هاي جمع و ضرب اعداد مختلط:
1    جابجايي در جمع: 2 2 1z z z z   )1 

  شركت پذيري در جمع:
1 2 3 1 2 3( ) ( )z z z z z z     )2 

1    جابجايي در ضرب: 2 2 1z z z z )3 
 شركت پذيري در ضرب:

1 2 3 1 2 3( ) ( )z z z z z z )4 
   توزيع پذيري:

1 2 3 1 2 1 3( )z z z z z z z   )5 
  
xعدد مختلطي كه بصورت ) مزدوج مختلط يك عدد مختلط:د iy  ياir e   تعريف گردد را مزدوجiz x iy re     و
  بصورت زير است: zمشخصات  نامند. z يا

1 2 1 2( )z z z z  )1 
1 1

2 2

( ) ( )
z z

z z
 )2 

1 2 1 2( )z z z z )3 
z z )4 

2 2 2zz z x y   )5 
  

0zاگره) وارون ضربي:    1باشد، آنگاه عدد مختلطي مثلz  :وجود دارد بطوريكه  

 
 

1 1

1
2 2

1
22

1

3 1
3 3

103 1

zz z z

x iy
z x iy z

x y

i
z i z i
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  :) تقسيم اعداد مختلطو
  

 
 

 

 

1

1 2

2

1 1 2 21 1 1 1 1 2 2
2

2 2 2 2 2 2 2 2 2

11 1

2 22

1 1
2 2

2 2

30
1 1

90
22

3 4 3 4 2 4 6 12 8 16 22 4
1.1 0.2

2 4 2 4 2 4 2 4 20

4

1

i

i

i

i

i

x iy x iyz x iy x iy x iy

z x iy x iy x iy x iy

rez r
e

z rr e

z i z i i i i i
i

z i z i i

z e z

zz e


 






 

   
  

   

 
   

 

       
          

   


   1204 ie 

  

  اگر يك عدد مختلط بصورت زير نمايش داده شود: ز) توان يك عدد مختلط:
(cos sin )iz re r i      

  ام آن با توجه به رابطه دآمور بصورت زير خواهد بود:nتوان 
(cos sin )n n inz r e r n i n      

  

   :3-3مثال
 :حاصل عبارات زير را محاسبه نماييد

 16
1z i  )1 

  

  مي دانيم كه: 1-3مثال مساله دوم از 

1

1 1

1

2
1 2 45

45
4

rad

r
z i z 

 
      

    


 

  بنابراين:

   
 

   
1611616 1616 4 8 84 2

1

0cos 4

2 45 2 2 2 cos 4 sin 4 2 1 0 256
i

iz e e i i






 
     



                       
 

 

  

 20
128 1z i  )2 

  

  مي دانيم كه: 1-3مثال مساله اول از 

1

1 1

1

2
1 2 45

45
4

rad

r
z i z 

 
     

  


 

  بنابراين:

      
7

7 10 17

2012020 2020 7 5 17 174 2
1

2 1 0

2 2 2

128 128 2 45 128 2 2 2 2 cos 5 sin 5 2
i

iz e e i
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  اگر يك عدد مختلط بصورت زير نمايش داده شود: ام يك عدد مختلط:nح) ريشه 
(cos sin )iz re r j      

  عدد خواهد بود كه بصورت زير محاسبه مي گردند: nام آن با توجه به رابطه دآمورnريشه 
21 1 2 2

cos sin
k

i
n nn n k k

z z r e r i
n n

      
 
                   

  

   :4-3مثال
 حاصل عبارت زير را محاسبه نماييد:

4 1z i  
  

 

   

1
4 4 4

1
11 4
44

1 1 1

1 2
4

2 2
4 41 2 2 cos sin

4 4 4

z i z i i

i

k k
z i i



  

       

 

                   
           

 

  بنابراين:

1 1

8 8
1

1 1

8 8
2

4 40 2 cos sin 2 cos sin 1.06 0.2
4 4 16 16

2 2 9 94 41 2 cos sin 2 cos sin
4 4 16 16

k z i i i

k z i i

z

 
 

    

    
                                      
                           

            

1 1

8 8
3

1 1

8 8
4

0 .2 1.06

4 4 17 174 42 2 cos sin 2 cos sin 1.06 0.2
4 4 16 16

6 6 254 43 2 cos sin 2 cos
4 4 16

i

k z i i i

k z i

    

   


   



                                           
         

       
         

25
sin 0.2 1.06

16
i i





















                 


  
  متغير و تابع مختلط: - 3-2
Sكه بر fتابع مجموعه اي از اعداد مختلط باشد، منظور از متغير مختلط، هر عضو دلخواه از اين مجموعه خواهد بود.  Sاگر 

  نسبت مي دهد: Wيك عدد مختلط در  Sدر  zتعريف شده عبارت از قاعده اي است كه به هر 
( )

( ) ( , ) ( , )
( ) ( )

z x iy S
f z u x y iv x y

f z u iv W
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  را برد مقادير تابع مي ناميم. Wرا دامنه و مجموعه  Sمجموعه 
  

  نكته: دو خصوصيت مهم توابع مختلط كه اين توابع را از توابع حقيقي متمايز مي كند عبارتند از:
  

      چند مقداري باشند. مي توانندتوابع مختلط بر خلاف توابع  حقيقي  
       يك تابع دوبعدي است. متغير مختلط نيز دو بعدي است. بنابراين براي نمايش اين دو در يك تابع مختلط، خود

احتياج به يك دستگاه مختصات چهار بعدي داريم كه در صفحه كاغذ دوبعدي امكان پذير نيست. براي اين مكان،
 منظور دو صفحه مختصات جداگانه يكي براي متغير و ديگري براي تابع رسم مي نمايند.

  

   :5-3مثال
 قسمت هاي حقيقي و موهومي توابع زير را مشخص نماييد:

  2f z iz )1 
  

xرا با  zبه منظور تفكيك يك تابع به بخشهاي حقيقي و موهومي ابتدا  iy :جايگزين مي كنيم و سپس تابع را ساده مي كنيم  
       22 2 2 2 22 2f z i z i x iy i x ixy y ix xy iy         

  بنابراين:

     
 

2 2

2 2

, 2
2

,

u x y xy
f z xy i x y

v x y x y

      
 

 
  

   2

2

Im z
f z

z
 )2 

  

     2 2 2

2 2 2 2 2

Im Im 2 2z x ixy y xy
f z

x y x yz

 
  

 
 

  بنابراين:

 
 

 

2 2

2 2

2
,2

, 0

xy
u x yxy x yf z

x y
v x y

      

 

 حد يك تابع مختلط: -3-2-1

فرض كنيد كه تابع  f z  يك تابع مختلط از متغير مختلطz تابع  باشد، آنگاه f z 0درz z  داراي حدl است يعني:  

0

l im ( )
z z

f z l


 

0اگر براي هر عدد حقيقي    0عدد مختلط اي  :وجود داشته باشد بطوريكه 

00 ( )z z f z l        
  

  براي يك تابع مختلط، حد بصورت زير محاسبه مي گردد:
)3 -7(  

0 0 0 0 0( , ) ( , ) ( , ) ( , )
l im ( ) lim ( , ) l im ( , )
z z x y x y x y x y

f z u x y i v x y
  

 
  

  نكات: 
     .حد تابع در صورت وجود منحصر به فرد مي باشد 
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0

l im ( )
z z

f z l


 0لزوماً به معناي( )f z l .نيست  
       حد تابع مختلط در صورتي برقرار است كه هر دو حد

0 0( , ) ( , )
l im ( , )

x y x y
u x y


و  

0 0( , ) ( , )
l im ( , )

x y x y
v x y


  وجود داشته باشند. 

      0براي نشان دادن اينكه تابعي در يك نقطه مثلz z   0حد ندارد، حد تابع را از مسيرهاي مختلف منتهي بهz  بررسي
0zمي كنيم، اگر دو مسير مختلف حدي نابرابر داشته باشند، تابع در  z .حد ندارد  

 Im z

 Re z

0z

  
0zمي تواند هر منحني دلخواه كه از نقطه مسير انتخابي،           z .مي گذرد باشد  

  

     خصوصيات حد تابع: اگر داشته باشيم:  

0
0

l im ( ) , lim ( )
z zz z

f z g z M


   

  آنگاه: 
 

0

l im ( ) ( )
z z

f z g z M


   )1  
 

0

l im ( ). ( ) .
z z

f z g z M


  )2  

0

( )
l im , 0

( )z z

f z
M

g z M

 
  

 

 )3 

  

   :6-3مثال
آيا تابع  f z روي محور حقيقي منفي حد دارد؟  

 f z z 
  

  دو مسير براي محاسبه حد انتخاب مي كنيم:
 Im z

 Re z
0z
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  ساعتگرد:پاد حركت روي دايره مثلثاتي در جهت  1مسير 
 

0

lim
z z

f z 


 
  دايره مثلثاتي در جهت ساعتگرد:حركت روي  2مسير 

 
0

lim
z z

f z 


  

بنابراين تابع  f z .روي محور حقيقي منفي حد ندارد  

  پيوستگي يك تابع مختلط: -3-2-2
 

تابع  f z 0درz z :پيوسته است اگر 

0
0l im ( ) ( )

z z
f z f z


  

  نكته: تابعي كه حد نداشته باشد، قطعاً پيوسته نيست.
  

   :7-3مثال
نشان دهيد تابع  f z .در مبدأ پيوسته نيست  

 
0

1 0

z z
f z

z


   

  

 
 

   0 0

0

lim lim 0
lim 0

0 1
z z

z

f z z
f z f

f
 



   


 

   بنابراين تابع در مبدأ پيوسته نيست.
  

 
 2

2

Im
0

1 0

z
z

f z z

z


 

 


 
  

  مي دانيم كه: 5-3مثال مساله دوم از 

  2 2

2xy
f z

x y



 

  بنابراين:
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    2 20 , 0,0

2
lim lim
z x y

xy
f z

x y 
 



x y

0x 

 
   

2

2 20 , 0,0

2
lim lim 1
z x x

x
f z

x x 
 



 
    2 20 0, 0,0

0
lim lim 0

0z y
f z

y 
 



 Im z

 Re z

 
0zتابع در   .حد ندارد؛ بنابراين پيوسته هم نخواهد بود  

  

  نكته: توابع چند جمله اي همواره پيوسته هستند.
  

  مشتق يك تابع مختلط: -3-2-3
اگر تابع  f z  در دامنهD   پيوسته باشد، آنگاه مشتق f z  صورت زير تعريف مي كنيم:برا  

)3 -8(  
0

( ) ( )
( ) lim

z

f z z f z
f z

z 

   


شتق م f z 0در نقطهz :نيز بصورت زير تعريف مي گردد  

)3 -9(  
0

0
0

0

( ) ( )
( ) l im

z z

f z f z
f z

z z

 


 

  نكات: 
     .تابعي كه در تمام نقاط صفحه مختلط مشتق پذير باشد را تابع تام گويند 

       0اگر تابعي در نقطهz z  0مشتق پذير باشد، آن تابع را درz z .تحليلي گويند  
      نقاطي را كه تابع در آن مشتق پذير نمي باشد را نقاط تكين تابع نامند.  
       تابع:  مشتقخصوصيات  

 ( ) ( ) ( ) ( )f z g z f z g z     )1  

 ( ) . ( ) ( ) . ( ) ( ) . ( )f z g z f z g z f z g z    )2  

2

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

f z f z g z f z g z

g z g z

    
 

 
 )3  

   ( ( )) ( ) . ( ( ))f g z g z f g z   )4 
  

  به مثال هاي زير توجه كنيد:
  

   :8-3مثال
 مشتق پذيري توابع زير را بررسي نماييد:

 f z z )1 
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   0 0 0

0 0

, ,
0 0

l im lim
z z x y x y

x iy x iy
f z

x iy x iy 

  
 

  

0y y

0x x

   

   
       

 
 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0

, , , ,
0 0 0 0

l im lim 1
x y x y x y x y

x iy x iy x x

x iy x iy x x 

   
 

   

   

   
       

 
 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0

, , , ,
0 0 0 0

l im lim 1
x y x y x y x y

x iy x iy y y

x iy x iy y y 

    
  

     
  بنابراين تابع مشتق پذير نمي باشد.

  

   1f z z i   )2 
  

   
0 0 0

00 0
0

0 0 0

1 1( ) ( )
( ) lim lim lim 1

z z z z z z

z i z if z f z z z
f z

z z z z z z  

         
  

 
  

   :9-3مثال
0مشتق پذيري توابع زير را در  0z  :بررسي نماييد  

 f z zz )1 
  

0 0

( ) (0)
(0) lim lim

0z z z

f z f z
f

z 

  


0z

z


0

l im 0
z

z


   

  

  2
f z z )2 

  

0

2

0 0

0( ) (0)
(0) lim lim lim

0z z z z

zf z f z
f

z z  

   


0z

z


0

lim 0
z

z


  
  

ريمان: -معادلات كوشي  
  اگر داشته باشيم:

( ) ( , ) ( , )f z u x y iv x y   

 Im z

 Re z

0z

0x

0y

0 0

0 0
0

0 0

( ) ( )
( ) lim lim

z z z z

f z f z z z
f z

z z z z 
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0yدر امتداد خط  zاگر آنگاه  y0به سمتz :ميل كند داريم  
  
  
  
  
  
  
)3 -10(  

   

   

0

0

0 0

0
0

0

0 0 0 0 0 0

0

0 0 0 0 0 0

0 0

0

( ) ( )
( ) lim

( , ) ( , ) ( , ) ( , )
lim

( , ) ( , ) ( , ) ( , )
lim lim

( )

z z

x x

x x x x

f z f z
f z

z z

u x y iv x y u x y iv x y

x x

u x y u x y v x y v x y
i

x x x x

u v
f z i

x x

 
 





 

 


  




 
 

 

  

0xدر امتداد خط  zاگر و يا  x0به سمتz ميل كند داريم:  
  
  
  
  
)3 -11(  

   
0

0 0

0
0

0

0 0 0 0 0 0

0 0

0

( ) ( )
( ) l im

( , ) ( , ) ( , ) ( , )1 1
lim lim

( )

z z

y y y y

f z f z
f z

z z

u x y u x y v x y v x y
i

i y y i y y

v u
f z i

y y

 
 



 

 


 
   

 

  

  برابر باشند بنابراين: 11-3و  10- 3خواهد بود. براي اينكه تابع مشتق پذير باشد، بايد دو معادله 

  
)3 -12(  

0( )
u v v u

f z i i
x x y y

u v

x y

v u

x y

   
   

 
 
 
 

    

  
  


  بجاي فرم دكارتي، فرم قطبي بكار برده شود، داريم:كه اين معادلات را معادلات كوشي ريمان گويند. اگر 
  

  
  
)3 -13(  

   
( ) ( , ) ( , )

cos sin
( ) cos sin

1

1

f z u r iv r

iu v v u
f z i i i

r r r r

u v

r r
v u

r r

 
     

   
 
 
 
 

 

           
   

  
  


  

:قضيه  
)0تابع   ) ( , ) ( , )f z u x y iv x y    0درz z مشتق پذير است اگر:  
  

 معادلات كوشي ريمان برقرار باشند.  0zدر  -1

uمشتقات جزئي پيوسته 0zدر همسايگي   -2

x




،u

y




،v

x




vو  

y




 وجود داشته باشد.   
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   :10-3مثال
 مشتق پذيري توابع زير را در كل صفحه مختلط بررسي نماييد:

   Ref z z z )1 
  

  براي استفاده از قضيه كوشي ريمان ابتدا بايد تابع را به فرم دكارتي تبديل نماييم:
         

 
 

2

2

Re Re

,

,

f z z z x iy x iy x iy x x ixy

u x y x

v x y xy

       

  


  

  اكنون شرايط قضيه فوق را بررسي مي كنيم:

2

0

u
x

x
u u v

y x y

v v u
x

y x y

v
y

x



  
  
  
  



 


    
   
 

 


 

مشتق پذير نمي باشد. اكنون بررسي مي كنيم كه آيا در نقاط خاصي اولين شرط قضيه كوشي ريمان برقرار نيست پس تابع بطور كل 
  شرايط مشتق پذيري برقرار است يا خير؟

2 0

0 0 0

0

u v
x x x

x y
z x iy i

v u
y

x y

 
 
 
 

           
    


 

0zدر    0مشتقات جزئي پيوسته آنهمسايگي  باشند و درمي معادلات كوشي ريمان برقرار
u

x





،0

u

y





،0

v

x





0و  

v

y





 

دارند. بنابراين  وجود f z  0تنها درz  .مشتق پذير مي باشد  
  

     2 2 3 2 2 33 2 2 3 4f z x y x y y i xy xy x       )2 
  

 
 

2 2
2 2 3 2

2 3

2 2

6 4

3 3 4
, 3 2 2

, 3 4 6 4

3 4 3

u
xy x

x
u u v

x y y
u x y x y x y y y x y

v v uv x y xy xy x xy x
y x y

v
y y x

x



  
  
  
  



  


              
        

 

   


 

uمشتقات جزئي پيوسته آنهمسايگي  باشند و درمي معادلات كوشي ريمان برقرار 

x




،u

y




،v

x




vو  

y




دارند زيرا هر چهار  وجود  

مي باشند و مي دانيم كه توابع چند جمله اي همواره مشتق پذيرند. بنابراين  yو  xمشتق جزئي توابعي چند جمله اي بر حسب 
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 f z .مشتق پذير مي باشد  
  

:قضيه  
هر تابع حقيقي  ,u x y  در حوزهD صدق كند يك تابع  زير را كه داراي مشتقات مرتبه اول و دوم بوده و در معادله لاپلاس
  :همساز گويند

)3 -14(  
2 2

2
2 2

0
u u

u
x y

 
 

   

براي تابع مختلط  ,u r  :با فرم قطبي داريم  

)3 -15(  
2 2

2 2

1
0

u u u

r r r

  
  

  

:قضيه  
)اگر تابع  -1 ) ( , ) ( , )f z u x y iv x y  در حوزهD  تحليلي باشد آنگاه توابع( , )u x y  و( , )v x y .همسازند 

) اگر دو تابع  -2 , )u x y  و( , )v x y در حوزهD  همساز باشند و مشتقات جزئي مرتبه اول آنها در معادله كوشي ريمان
)صدق كند، گوييم  , )v x y مزدوج همساز ( , )u x y .مي باشد 

)اگر  - 3 , )v x y  يك  همساز( , )u x y  ًباشد لزوما( , )u x y  مزدوج همساز( , )v x y .نيست 

 مزدوج همساز يك تابع را مي توان از معالات كوشي ريمان بدست آورد. -4

  
 

   :11-3مثال
)نشان دهيد تابع  , )u x y همساز است. تابع مزدوج همساز( , )v x y.آن را بيابيد  

  2 2 3 2, 3 2 2u x y x y x y y    )1 
  

  داريم: همساز بودن يك تابعاستفاده از قضيه  با
2

2 22

2 22
2 2

2

6 4 6 4

6 4 6 4 0

3 3 4 6 4

u u
xy x y

u ux x
y xy

x yu u
x y y y

y y

 
  
  

 


           

       


  

)بنابراين  , )u x y داريم:استفاده از قضيه كوشي ريمان  همساز است. اكنون با  
  

     

 

2

2

2

2 2

6 4 , 6 4 3 4

3 4

3
3 3 4

u v

y x

u v
xy x v x y xy x dy xy xy h x

x y

v
y y h x

x
y

u
x y y

y

 
 

 
 







        

    
   




4y    2 2 2 23 3 4 3 3h x x y y x y        4y

   
 

2 3

2 3

3

, 3 4

h x x h x x C

v x y xy xy x C

      

    

 

  

  2 2,u x y x y  )2 
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  داريم: همساز بودن يك تابعاستفاده از قضيه  با
2

2 22

2 22

2

2 2

2 2 0

2 2

u u
x

u ux x

x yu u
y

y y

 
  
  

 


       

     


  

)بنابراين  , )u x y داريم:استفاده از قضيه كوشي ريمان  همساز است. اكنون با  

     

 

2 , 2 2

2

2
2

u v

y x

u v
x v x y x dy xy h x

x y

v
y h x

x
y

u
y

y

 
 

 
 







     

   
  




   2 2h x y y        

 

0

, 2

h x h x C

v x y xy C

   

  

 

  توابع مختلط: - 3-3
صفحه مختلط برخي روابط حاصل از توابع حقيقي براي توابع  از آنجا كه ممكن است به علت چند مقداري بودن اين توابع در

مختلط غير جبري برقرار نباشند يا تحت شرايطي بر قرار باشند. بنابراين در اين فصل به بررسي توابع غير جبري مقدماتي در 
  حوزه مختلط مي پردازيم.

  توابع نمايي مختلط: -3-3-1
و يا  zeتابع نمايي را كه بصورت  exp z :نشان داده مي شود را بصورت زير تعريف مي كنيم  

  

)3 -16(      . cos sinz x iy x iy xe e e e e y i y   
  

  اكنون با استفاده از قضيه كوشي ريمان مشتق پذيري آن را بررسي مي كنيم:
 

   
   

 

 

cos
, cos

, s in
s in

x
x

x
x

u v
e y

u x y e y x y

u vv x y e y
e y

y x

               
 

  

  
   در هر نقطه از صفحه مختلط مشتق پذير است و يك تابع تحليلي و تام بحساب مي آيد.بنابراين اين تابع 

  
  نكات:

 بصورت زير مي باشد: يخصوصيات تابع نماي

z zd
e e

dz
 )1  

1 2 1 2( ).z z z ze e e  )2  
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1

1 2

2

( ) 1 2

0
1 2

1
0,

1

zz
z z z

z

z z z ee
e e

e
z z e




      
   

 )3  

1( 2 )z i ze e  )4  
z ze e )5  

cos s in 1i ie i e        )6 

  تابع نمايي مختلط مي تواند مقادير منفي هم داشته باشد.بنابراين 

  
   :12-3مثال

  معادله زير را حل نماييد.
4ze   

  

  داريم: 16- 3رابطه استفاده از  با
    

 
 

. cos s in 4 0

cos 4

sin 0

z x iy x iy x

x

x

e e e e e y i y i

e y

e y

      

   


  

  دوم شروع مي كنيم: از رابطه

 
  اكنون به سراغ رابطه اول مي رويم:

 
 

 
 

   

0
ln 44

cos 4
cos 1 2 1 , 0, 1,. . .

ln 4 2 1 , 0, 1,. . .

x
x

ex
y k

xe
e y

y y k k

z i k k

 






      
       

     

 

  توابع هيپربوليك مختلط: -3-3-2
  تعريف مي شوند يعني: 5توابع هيپربوليك از متغير هاي مختلط همانند متغير حقيقي

)3 -17(   cosh
2

z ze e
z




                                                                                                                                                           
  توابع هيپربوليك حقيقي بصورت زير تعريف مي گردند: 5

 

 

s inh
2

cosh
2

x x

x x

e e
x

e e
x











  

  تابع نيز بصورتدو خصوصيت قابل توجه اين دو 
 
 

sinh 0 0

cosh 1x




  

 مي باشد.

 
 
0

sin 0
sin 0 , 0, 1,. . .

x
x e

e y
y y k k
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)3 -18(   cos
2

iz ize e
z




)3 -19(     
 

s inh
tanh

cosh

z
z

z


 

  نكات:
      پسمي باشند از آنجا كه توابع نمايي مختلط توابعي تام sinh z، cosh z  و tanh z  .نيز تحليل هستند

  بنابراين:

   sinh cosh
d

z z
dz

 )1  

   cosh sinh
d

z z
dz

 )2  

   2tanh sec
d

z h z
dz

 )3  
      مختلط: هيپربوليكخصوصيات مهم توابع   

   2 2cosh sinh 1z z  )1  
       1 2 1 2 2 1sinh( ) sinh cosh sinh coshz z z z z z   )2  
       1 2 1 2 1 2cosh( ) cosh cosh sinh sinhz z z z z z   )3  

         cosh cosh cos sinh sinz x y i x y  )4  
         sinh sinh cos cosh sinz x y i x y  )5  
   cosh cosz iz )6  
   sinh sinz i iz  )7  

  

  توابع مثلثاتي مختلط: -3-3-3
  توابع مثلثاتي مختلط با توجه به فرمول اويلر بصورت زير بدست مي آيند:

)3 -20(   s in
2

iz ize e
z

i




)3 -21(   cos
2

iz ize e
z




)3 -22(     
 

sin
tan

cos

z
z

z


)3 -23(     
 

cos
cot

sin

z
z

z


  

  نكات:
      مي باشند پس توابعي تام از آنجا كه توابع نمايي مختلط sin z  و cos z هستند. بنابراين: ينيز تحليل  

   s in cos
d

z z
dz

)1  

   cos sin
d

z z
dz

 )2 
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     :خصوصيات مهم توابع مثلثاتي مختلط  
   2 2cos sin 1z z  )1  

       1 2 1 2 2 1sin( ) sin cos sin cosz z z z z z   )2  
       1 2 1 2 1 2cos( ) cos cos sin sinz z z z z z   )3  

         cos cos cosh sin sinhz x y i x y  )4  
         sin sin cosh cos sinhz x y i x y  )5  
   cos coshi  )6  
   sin sinhi i  )7  

      توابع sin z  و cos z .كراندار نيستند  
      تابع tan z ي استدر تمام صفحه تحليلي بجز نقاط تكين زير تحليل:  

1
, 0, 1, 2,. . .

2
z k k      

 
  

  و مشتق آن          

   2tan sec
d

z z
dz

  
  خواهد بود.         
     :همانند توابع حقيقي، توابع مثلثاتي مختلط نيز داراي خاصيت تناوب هستند  

sin( ) sin sin( 2 ) sin 2z z z z T         )1  
cos( ) cos cos( 2 ) cos 2z z z z T         )2  
t an( ) tan tan( 2 ) tanz z z z T        )3 

  

   :13-3مثال
 نشان دهيد تابع زير تحليلي نيست.

   cosf z z 
  

             

     
     

   

   

cos cos cos cosh sin sinh

sin cosh
, cos cosh

, sin sinh sin cosh

f z z x iy x y i x y

u
x y

u x y x y x
vv x y x y x y
y

    

         


 

  روابط كوشي ريمان برقرار نيست بنابراين تابع مشتق پذير نيست.
  

   :14-3مثال
  معادله زير را حل نماييد.

sin 16z  
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sin sin cosh cos sinh 16 0

sin cosh 16

cos sinh 0

z x y i x y i

x y

x y

   

 


  

  از رابطه دوم شروع مي كنيم:

       

 

2 1
cos 0 , 0, 1, 2,. . .

cos s inh 0 2
s inh 0 0

k
x x k

x y

y y


       

   

 

  اول مي رويم:اكنون به سراغ رابطه 

   
 
   1

s in 16
sin cosh 16

cosh 16 cosh 16

x
x y

y y 

  
   

   12 1
cosh 16 , 0, 1, 2,. . .

2

k
z i k

 
      

  

  مختلط: لگاريتميتوابع  - 3-3-4
  در حوزه مختلط بصورت زير تعريف مي شود: Wتابع لگاريتمي 

  

)3-24( 
  
  
  
  

 ln ln

ln ln ln ln

ln
ln

i z i z

w z z i z

z e z e z i z

u z
w u iv z i z

v z

  

   

 
      


  نكات:

  

      وارون تابع لگاريتميw  تابع نماييww e است .  
      تابع لگاريتميw  يك تابع چند مقداري است زيرا تابعz :يك تابع چند مقداري است 

2

0, 1, 2,. . .

z k

k

 

  

 
  

  
  

      با مقدار اصلي لگاريتم را Ln z 0به ازاي   نمايش داده وk   :بدست مي آورند  
  lnLn z z i   

      در توابع چند مقداري كه بر اساس زاويه تعريف مي گردند، صفحاتي به نام صفحات ريمان دواير مثلثاتي اي را تشكيل
به هر كدام از اين صفحات يك شاخه گويند. شاخه اصلي در  قرار دارند. 2مي دهند كه هر كدام در يك بازه با طول 

واقع محدوده زاويه اي      .را در بر مي گيرد  
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 تابع لگاريتم ريمانصفحات 

      در حالت كلي تر اگر  2بصورت       محدود شود كه  در آن يك ثابت دلخواه باشد تابع زير يك تابع
  مي باشد: Dتك مقداري و پيوسته در كل ناحيه 

ln , 0, 2Lnz z i r           
تابع تك مقداري          nw L z را كه محدود به ناحيهD  از  شاخهاست، يك ln z  كه آنرا شاخه اصلي مي ناميم

 تعريف مي شود. 

     به ازاي همه مقادير توابع لگاريتمي مختلط  درz  نمي باشندروابط زير بر قرار:  
   1 2 1 2ln( ) ln lnz z z z  )1  
 ln( ) lnnz n z )2 

 

  بنابراين تابع لگاريتمي بصورت كلي زير تعريف مي گردد:
  

)3 -25(    ln 2 , 1,2,3ln z z i k i k    
  

   :15-3مثال
 مقدار اصلي تابع زير را محاسبه نماييد.

   1f z Ln  

 
   ln ln 1Ln z z i i i       

  

   :16-3مثال
 نشان دهيد:
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   1
1 2 1 2

2

n( ) n n
1

z i
L z z L z L z

z


     

  

 Im z

 Re z

 

 

2 2
1

1
1

1
1

2 2
2 2

2
2

2

0 1 10
:

1
2

1 1 0 1
:

0

rx
z

y

x r
z

y



 

    
   


       

1z

2z

  

     1 1 1n ln ln 1
2 2

L z r i i i
      

     2 2 2n ln ln 1L z r i i i       
1 2n( ) n( )L z z L i  

 Im z

 Re z

   2 2

1 2

0 1 10
:

1
2

rx
z z

y 

     
     



 
 1 2

1 2 1 2

n( ) ln( ) ln 1
2 2

3
n( ) n( ) n( )

2 2 2

L z z i i i

L z z i L z L z i i i

 

  

     

       
 

 21 n( ) 2 nz L z L z    )2 
  

 Im z

 Re z
 221 1 0 1

:
0 0

x r
z

y 

     

2n( ) n(1)L z L

 
 2

2

n ( ) n(1) ln 1 0 0

n( ) 0 2 n( ) 2

L z L i

L z L z i

    

   
 

  



  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

ھارم: ھارم:ش    ش 
ط ت ت  گا طن ت ت  گا   ن
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4( :بخش چهارم: نگاشت مختلط:بخش چهارم: نگاشت مختلط  
  

  مقدمه: - 4-1
فرض كنيد تابع  w f z  يك تابع تك مقداري از متغيرz  0صفحه مختلط باشد. بنابراين هر نقطه اي مانند درz  در

خواهد بود. ارتباط بين دو صفحه را كه با رابطه  Wدر صفحه  مختلط  0wمتناظر با يك نقطه  Zصفحه مختلط  w f z 
  ايجاد مي شود نگاشت مختلط گويند.

هحفص

y

x

 ,v x y

 ,u x y
0z

0w

 w f z

WهحفصZ

  
  Wو  Z: نگاشت بين دو صفحه 1- 4شكل 

  

  سوم معرفي شد به بررسي نگاشت هاي مختلف مي پردازيم:اكنون با استفاده از توابعي كه در فصل 
  نگاشت خطي: - 4-2

wنگاشت خطي كه داراي تابع  az b  :مي باشد داراي حالات خاص متعددي است كه ابتدا به معرفي آنها مي پردازيم  

  الف) نگاشت هماني: 
wنگاشت هماني با تابع  z  صفحه مختلط هر نقطه ازZ  نقطه در صفحه  مختلط را به همانW .مي نگارد  

هحفص

y

x

 ,v x y

 ,u x y
0z 0w

WهحفصZ

w z

  
  : نگاشت هماني2- 4شكل   

  ب) نگاشت دوران و تغيير اندازه:
wبا تابع دوران و تغيير اندازه نگاشت  az  كه در آنa :يك عدد مختلط است، بصورت زير تعريف مي گردد  

  
  
)4 -1(   

i a

i a z

w az

a a e

w a z e 


 

 

w با نگاشت بنابراين az  صفحه مختلط هر نقطه ازZ،  در صفحه مختلطW  به اندازهa  تغيير اندازه داشته و به اندازه
a  .دوران خواهد داشت  
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y

x

 ,v x y

 ,u x y

WZ

w az

  
  : نگاشت دوران و تغيير اندازه3- 4شكل   

  
  ج) نگاشت انتقال:

wتابع  با انتقالنگاشت  z b   كه در آنb :يك عدد مختلط است، بصورت زير تعريف مي گردد  
 

  
)4 -2(  ( ) ( )

b b

b b

w z b

b x iy

w x x i y y

 
  
    

wبا نگاشت بنابراين  z b   صفحه مختلط هر نقطه ازZ،  در صفحه مختلطW  روي محور حقيقي به اندازهbx  و روي
  .شدخواهد  جابجا byمحور موهومي به اندازه 

y

x

 ,v x y

 ,u x y
0z

0w

w z b 

WZ

  
  : نگاشت انتقال4- 4شكل   

  
  د) نگاشت ثابت:

wتابع  با ثابتنگاشت  b  كه در آنb :يك عدد مختلط است، بصورت زير تعريف مي گردد  
 

  
)4 -3(  

b b

b b

w b

b x iy

w x iy


  
  

wبنابراين  b  صفحه مختلط هر نقطه ازZ  در صفحه مختلطراW  نقطه اي با مختصات بهb bx iy  خواهد نمود. منتقل  
y

x

 ,v x y

 ,u x y
b

w b

WZ

  
  ثابت: نگاشت 5- 4شكل   

wاكنون به نگاشت خطي با تابع  az b   .باز مي گرديم  
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)4 -4(      

i a

b b

i a z
b b

w az b

a a e

b x iy

w a z e x iy

 
 
  

   

  اندازه و انتقال مي باشد.با توجه به موارد فوق اين نگاشت داراي دوران، تغيير 
  

   :1-4مثال
 تصوير ناحيه مستطيلي زير را تحت نگاشت مربوطه بدست آوريد.

y

x
1

2

   42 1 2
i

f z e z i


  

  
  

  ابتدا تابع نگاشت را مرتب مي كنيم:

       

    

   

4
2 2

2 1 2 2 cos sin 1 2 2 1 2
4 4 2 2

2 2 2 2
1 2 1 1 2 1 2

2 2

1 2

1

2

i
f z e z i i x iy i i x iy i

i x iy i i x iy i x iy ix y i

x y i x y

u x y

v x y

                                 
  

                 
 

     

  
    

 

  داريم: vو  uبا حل اين دو معادله بر حسب 

 
3

2 3 2 *
2 1 1

2

v u
xv u x

v u y v u
y

            


 

  اكنون مرزهاي ناحيه مستطيلي داده شده را مشخص مي كنيم:

زرم :
y

x
1

2

1

4

3

2

زرم :
زرم :
زرم :

1

2

3

4

0, 0 2x y  

0, 0 1y x  

1, 0 2x y  

2, 0 1y x  

 
اكنون مرزها را توسط نگاشت و روابط  * :تبديل مي كنيم  
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1

2

3

4

3
0 3 0 3

2

v u
x v u v u

 
        

1
0 1 0 1

2

v u
y v u v u

 
        

3
1 3 2 5

2

v u
x v u v u

 
        

1
2 1 4 5

2

v u
y v u v u

 
        

 
به داخل مرزهاي بدست آمده در فوق نگاشته مي شود يا خارج آن، يك نقطه داخل  4تا  1تعيين اينكه ناحيه محصور به مرزهاي براي 

  ناحيه مستطيلي را توسط نگاشت به صفحه جديد مي بريم تا مشخص شود داخل مرزها نگاشته مي شود يا خارج آن.

0 0

1 0.5 0.5 1 1
0.5 0.5 1 3

2 0.5 0.5 2 3

u x y
z i w i

v x y

      
            

 

0w:داخل مرزهاي نگاشته شده است بنابراين  
v

u

3

v
u  5

v
u 1

v
u


5

v
u


0w

 
  نگاشت نمايي: - 4-3

wنگاشت نمايي كه داراي تابع  az b  است بصورت  

  
  
)4 -5(  

.x iy x iy i

z

x

z x iy
w e e e Re

w e

R e

y





 
   


 

 


  تعريف مي گردد. 
   :2-4مثال

 را تحت نگاشت مربوطه بدست آوريد.تصوير ناحيه مستطيلي زير 
y

x
1


  zf z e

  
  

  ابتدا تابع نگاشت را مرتب مي كنيم:



ت : مھار ش  گا ط ن اد                                ت ی   درس: زر

 81صفحه 

 *
x

z R e
w e

y
 

  


 

  اكنون مرزهاي ناحيه مستطيلي داده شده را مشخص مي كنيم:

زرم :
y

x
1



1

4

3

2

زرم :
زرم :
زرم :

1

2

3

4

0, 0x y   

0, 0 1y x  

1, 0x y   

, 0 1y x  

 
اكنون مرزها را توسط نگاشت و روابط  * :تبديل مي كنيم  

1

2

3

4

0 1 ,0R e     

0 1 1 , 0e R e R e      

0 1 1 ,e R e R e       

1 ,0R e e     

 
iz,اگر داشته باشيم يادآوري:  re        بنابراين z دايره اي به شعاع r .خواهد بود 

به داخل مرزهاي بدست آمده در فوق نگاشته مي شود يا خارج آن، يك نقطه داخل  4 تا 1براي تعيين اينكه ناحيه محصور به مرزهاي 
 ناحيه مستطيلي را توسط نگاشت به صفحه جديد مي بريم تا مشخص شود داخل مرزها نگاشته مي شود يا خارج آن.

  
0.5

0 0

1 .64
0.5 1.64

4 4
4

R e
z i w

 


  
    



 

0w بنابراين:داخل مرزهاي نگاشته شده است  

1

2

3

4

v

u

0w

1 ee 1
 

  نگاشت لگاريتمي: - 4-4
كه داراي تابع  لگاريتمينگاشت  lnw z است بصورت  

  
)4 -6(  

   ln ln 2

ln

2

w z z i k u iv

u z

v k

 

    

     

 
 

    
  تعريف مي گردد. 
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   :3-4مثال
 تصوير ناحيه زير را تحت نگاشت مربوطه بدست آوريد.

y

x
1 e

 nw L z

  
  

  ابتدا تابع نگاشت را مرتب مي كنيم:

   ln
n *

u z
w L z

v    
 

  
   

 

1ناحيه محصور داراي رابطه  z e   ناحيه را مشخص مي كنيم:اين مي باشد، اكنون مرزهاي  
y

x
1

2

1,z      

,z e      
1 e

1

2

 
اكنون مرزها را توسط نگاشت و روابط  * :تبديل مي كنيم  

1

2

 ln ln 1 0,u z v      

 ln ln 1,u z e v      
 

 
به داخل مرزهاي بدست آمده در فوق نگاشته مي شود يا خارج آن، يك نقطه داخل  2تا  1براي تعيين اينكه ناحيه محصور به مرزهاي 

 ناحيه را توسط نگاشت به صفحه جديد مي بريم تا مشخص شود داخل مرزها نگاشته مي شود يا خارج آن.

  
 

4
0 0

ln 1.5 0.4
1.5 0.4

4
4

i
u

z e w i
v

 


 
    



 

0w:داخل مرزهاي نگاشته شده است بنابراين  
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1 2

v

u
1





0w

  
  نگاشت تواني: - 4-5

nwنگاشت تواني كه داراي تابع  z است بصورت  

  
  
)4 -7(  

i
n in i

n

n

z re
w r e Re

w z

R r

n


 

 

    

 

 


  تعريف مي گردد. 
  

   :4-4مثال

,1تصوير ناحيه 
4 2

z
    .را تحت نگاشت مربوطه بدست آوريد  

3w z 
  

  ابتدا تابع نگاشت را مرتب مي كنيم:

 
3

3 *
3

R r
w z

 
 

  


 

  اكنون مرزهاي اين ناحيه را مشخص مي كنيم:

زرم :
y

x

زرم :
1

2

0 1,
2

z
  

i
1

2

3

3زرم :

0 1,
4

z
  

1,
4 2

z
   

 
اكنون مرزها را توسط نگاشت و روابط  * :تبديل مي كنيم  

2

1
3 3 3

0 1 0 1, 3
2 2

R R
        

3

3 3 3
0 1 0 1, 3

4 4
R R

        

3 3 3
1 1,

4 2
R R
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به داخل مرزهاي بدست آمده در فوق نگاشته مي شود يا خارج آن، يك نقطه داخل  3تا  1براي تعيين اينكه ناحيه محصور به مرزهاي 
 ي بريم تا مشخص شود داخل مرزها نگاشته مي شود يا خارج آن.ناحيه را توسط نگاشت به صفحه جديد م

  
3

3
0 0

0 .5 0.125
0.5 0.125 0.125

3
3

i
R

z e w


 

  
     

  

 

0w:داخل مرزهاي نگاشته شده است بنابراين  
v

u

1

i

2

3

0w

  
 

  نگاشت معكوس: - 4-6
1نگاشت تواني كه داراي تابع 

w
z

 است بصورت  

  
  
  
)4 -8(  

  1 1
1

1

i

i i i

z re
w re e R e

rw
z

R
r



  

 

 
 
    


  
  

  تعريف مي گردد. 
  

   :5-4مثال
  نشان دهيد كه نگاشت زير نقاط داخل دايره واحد را به خارج آن مي نگارد.

1
w

z
 

  

  ابتدا تابع نگاشت را مرتب مي كنيم:

 
1

1
*

R
w r

z  

   
  

 

  كنيم:اكنون مرزهاي اين ناحيه را مشخص مي 
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y

x 1,z      
1

 
را توسط نگاشت و روابط  اكنون تك مرز ناحيه * :تبديل مي كنيم  

1
1

1
R        

 
ناحيه را  به داخل مرزهاي بدست آمده در فوق نگاشته مي شود يا خارج آن، يك نقطه داخل مرزتك براي تعيين اينكه ناحيه محصور به 

 توسط نگاشت به صفحه جديد مي بريم تا مشخص شود داخل مرزها نگاشته مي شود يا خارج آن.

  

0 0

1
2

0.5 0 2 00.5
0

R
z w



     
 

 

0wمرز نگاشته شده است بنابراين: خارج  
v

u

1

0w

  
  

  نگاشت دو خطي يا موبيوس: - 4-7
  مي باشد، از تقسيم دو خط بدست مي آيد. رابطه رياضي آن بصورت 6نگاشت همديس نگاشت دو خطي كه يك نوع

)4 -9(  ,
az b

w ad bc
cz d


 



                                                                                                                                                           
به نگاشت  6 w f z ت آنها تحت اين نگاشت تغيير نكندهمديس گوييم اگر زاويه بين هر دو منحني هموار، برابر و جه:  

Z W
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  مي نگارد. Wرا به سه نقطه متمايز از صفحه  Zبوده و داراي اين خاصيت است كه سه نقطه متمايز از صفحه 
:قضيه   

 مي نگارد:  3wو  1w ،2w را به ترتيب بر روي نقاط 3zو  1z ،2zتنها يك تبديل دو خطي وجود دارد كه همواره سه نقطه 

)4 -10(    
  

  
  

1 2 3 1 2 3

3 2 1 3 2 1

w w w w z z z z

w w w w z z z z

   


   
  

:قضيه   
0yنگاشتي دو خطي كه نيم صفحه    1را بهw  (داخل و روي مرز دايره واحد) :مي نگارد بصورت زير است 

)4 -11(  0

0

i z z
w e

z z
 




0yيك نقطه دلخواه در  0zكه در آن   .مي باشد  
  

   قضيه:
0xنگاشتي دو خطي كه نيم صفحه    1را بهw  (داخل و روي مرز دايره واحد) :مي نگارد بصورت زير است 

)4 -12(  0

0

i z z
w e

z z
 




0xيك نقطه دلخواه در  0zكه در آن   .مي باشد  
  

   :6-4مثال
1zسه نقطه نگاشت همديسي كه   ،2z i3و 0z 1 را به ترتيب بر روي نقاط 0w  ،2w i  3وw    مي نگارد 

  بدست آوريد:
   

  داريم: 10- 4با استفاده از رابطه 

  
  

  
  

 
 

 
 

20 0 0 0 1

0 0 0 0

w i z i w i w i i
w

w i z i i z i z z z

      
       

      
 

  

  نكته: 
0

0

0

0

a d

a c
az b

w
cz d

b d

c

 


  

      

   

  
  



  
  

م: م:ش پ   ش پ
ده   ه ما ط،  ت ی  ده  ری  ه ما ط،  ت ی    ری 

ط ت ی  ال  ت ھا  ا د آ طو کار ت ی  ال  ت ھا  ا د آ   و کار
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5(  هاي مختلطهاي مختلطبخش پنجم: سري هاي مختلط، قضيه مانده ها  و كاربرد آنها در انتگرال بخش پنجم: سري هاي مختلط، قضيه مانده ها  و كاربرد آنها در انتگرال  
  

  سري هاي مختلط: - 5-1
تابعي مختلط كه دامنه آن اعداد طبيعي و برد آن مجموعه غير تهي مختلط باشد يك دنباله مختلط نام دارد و به شكل  1nz

 
  به دليل خاصيت شركت پذيري عمل جمع روي مجموعه اعداد مختلط مي توان نوشت: نمايش داده مي شود. 

  1 2 31
1

. . .
n

n

n k
k

S z z z z


     

اهي باشد به اين دنباله سريتنكه اگر اين مجموع نام
1

k
k

z



 .اگر اين مجموع به يك عدد محدود ميل كند سري را  مي گوييم

  بزرگتر شود، سري را واگرا گوييم.  nهمگرا و اگر با افزايش 
  

  (هندسي) مي باشد: 1معروفترين سري ها در رياضيات، سري توانيبطور مثال يكي از 

)5 -1(   
1

n
n

n

S z z





  همگرايي و واگرايي اين سري بصورت زير تعريف مي گردد:

1

n

n

z





1z 

1z 

1

1 z


 

  

  براي تشخيص همگرايي يا واگرايي ديگر سري ها مي توان از آزمون هاي زير استفاده نمود:
  

 اگر الف) آزمون نسبت: n
n

f z  :تعريف گردد، آنگاه  

1l im n

n
n

f
L

f





1L 

1L   
 اگر :ريشه) آزمون ب n

n

f z  :تعريف گردد، آنگاه  

l im n
n

n
f L




1L 

1L  

                                                                                                                                                           
  سري هندسي بصورت زير تعريف مي شود: 1

11
2

0

1
2

0

1
. . .

1

1
. . .

1

nqn
k n

k

q
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k

q
aq a aq aq aq a

q

aq a aq aq a
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  نكته:
سري در آن، zناحيه همگرايي سري محدوده اي است كه به ازاي مقادير  n n

n

f z z  همگرا مي شود. شعاع

1بيان مي گردد از رابطه  بصورت دايره ايناحيه همگرايي كه معمولاً 
R

L
 .بدست مي آيد  

  

   :1-5مثال
 نماييد:مشخصناحيه همگرايي سري هاي زير را

0 !

n

n

z

n





 
 
 


 

  

  با استفاده از آزمون نسبت داريم:

     

 

1

1

1

1

! 1 !

1 !
lim lim

!

n n

n n

n

n
nn n

n

z z
f z f z

n n

z
nf

zf
n









 

  





 

  داريم: 2اكنون با  استفاده از خواص فاكتوريل

 
1

1
1 !

lim lim lim

!

nn

n
nn n n

n

z zz
nf

zf
n





  


 

 1 !n n 
nz

!n

lim 0 1
1n

z

n
  


 

  

1بنابراين سري همگرا بوده و شعاع ناحيه همگرايي آن برابر 

0
R    .مي باشد. يعني ناحيه همگرايي كل صفحه مختلط خواهد بود  

  

1

n n

n

n z





 
  

  با استفاده از آزمون ريشه داريم:
 

l im lim lim

n n
n

n nn n
nn n n

f z n z

f n z n z
  



   
 

   واگرا مي باشد.بنابراين سري 
  

                                                                                                                                                           
  تعريف فاكتوريل: 2

 ! 1 3 2 1n n n        
  خواص مهم فاكتوريل:   

 ! 1 !n n n   )1  
0! 1 )2 
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  سري هاي تيلور و لوران: -1-1- 5
  

  الف) سري تيلور:
  

)اگر تابع  )f z  0در همسايگيz z  تحليلي باشد آنگاه نمايش ديگري براي( )f z بصورت  

)5 -2(  0
0

( ) ( )n
n

n

f z a z z




 
  و  0zدايره اي به مركز  C كه در آن خواهد بود 

)5 -3(  
( )

0
1

0

( )1 ( )

2 ( ) !

n

n n
C

f zf
a d

i z n

 
   


  در واقع . اين سري كه مي باشد

)5 -4(  
2

0 0 0 0
0

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) . . .

1! 2!

z z f z z z f z
f z f z

  
   

)را سري تيلور تابع مي باشد  )f z  0حول نقطهz z .گويند  
  

  .باشد تابع در دامنه مورد نظر تحليلينكته: سري تيلور زماني استفاده مي شود كه 
  

   :2-5مثال

0سري تيلور تابع زير را حول نقطه  2
z


 :بدست آوريد  

   cosf z z 
  

  داريم: 4- 5با استفاده از رابطه 

   

      

          

2

3 3

2 2 2 2
( ) . . .

2 1! 2!

cos 0
2 2

sin sin 1
2 2

sin cos cos 0
2 2

cos sin sin
2

z f z f
f z f

f

f z z f

f z z z f

f z z z f

   


 

 

 



                             
 

       
   

             
   

              
   

       
 

             

 

2 1 2 1

2

1
2

1 sin 1 sin 1
2 2

0
2

n n nn n

n

f z z f

f
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3

2 1

1

12 2
( ) 0 0 . . .

1! 3! 2 1 ! 2

n n

n

z z
f z z

n

 
 



                        
 

  

  لوران:مك  ب) سري 
0نقطه مورد نظر را اگر در رابطه سري تيلور  0z  .سري مك لوران  1-5جدول  قرار دهيم سري حاصل را مك لوران گويند

  توابع اصلي را نمايش مي دهد.
 : سري مك لوران توابع اصلي1- 5جدول 

 ناحيه همگرايي  سري مك لوران تابع رديف
1  

2 3

0

1 . . .
1! 2! 3! !

n
z

n

z z z z
e

n





      z   

2  
 

2 4 6 2

0

cos 1 . . . ( 1)
2! 4! 6! 2 !

n
n

n

z z z z
z

n





       z   

3  
 

3 5 7 2 1

0

s in . . . ( 1)
3! 5! 7! 2 1 !

n
n

n

z z z z
z z

n





      
 z   

4  
3 52

tan . . .
3 15

z z
z z    

2
z


  

5  
2 45

sec 1 . . .
2 24

z z
z     

2
z


  

6  
31 7

csc . . .
6 360

z z
z

z
    0 z    

7  
3 5 7

1tan . . .
3 5 7

z z z
z z      1z  

8  
2 3 4

ln 1 . . .
2 3 4

z z z
z z      1z  

9  
2( 1)

(1 ) 1 . . .
2!

k k k z
z kz


     1z  

10  
3 5 71

ln 2( . . )
1 3 5 7

z z z z
z

z


    


 

2
z


  

  
  ج) سري لوران: 

)اگر تابع  )f z  0در همسايگيz z  باشد آنگاه نمايش ديگري براي نتحليلي( )f z بصورت  

)5 -5(  0 0
0 1

( ) ( ) ( )n n
n n

n n

f z a z z b z z
 



 

    
  و  0zدايره به مركز ناحيه محدود دو  C كه در آن خواهد بود 

)5 -6(  1
0

1 ( )

2 ( )n n
C

f
a d

i z

 
  



)5 -7(  1
0

1 ( )

2 ( )n n
C

f
b d

i z
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). اين سري را كه سري لوران تابع مي باشد )f z نام دارد مي توان بصورت   

)5 -8(  
0

1
0

( ) ( )

1 ( )
, 0, 1, 2,. . .

2 ( )

n
n

n

n n
C

f z a z z

f
a d n

i z

 
 







 

   





  نمايش داد.نيز 

  

0حول نقطه  نكته: سري لوران توابع را 0z   مي توان با اعمال روابط جبري روي سري مك لوران توابع تشكيل
  دهنده آن محاسبه نمود.

  

   :3-5مثال
0حول نقطهسري لوران توابع زير را  0z  بدست آوريد.با استفاده از سري هاي مك لوران 

   
4

s inh z
f z

z
)1 

  

ابتدا بايد سري مك لوران تابع  sinh z :را محاسبه نماييم  

 s inh
2

z ze e
z


 

  داريم: 1- 5با استفاده از جدول 

 

     

   

2 32 3 2 3

s inh
2

1 . . . 1 . . . 1 . . .
1! 2! 3! 1! 2! 3! 1! 2! 3!

1 1
sinh 1

2 2

z z

z z

z z

e e
z

z z zz z z z z z
e e

z e e










  
               

   
2

1! 2!

z z
 

3

. . . 1
3!

z 
    

 

2

1! 2!

z z
 

3

3 3

. . .
3!

1 2 2
. . . . . .

2 1! 3! 1! 3!

z

z z z z

  
       

 
      

 

 

اكنون به سراغ تابع  f z :مي رويم  

   
3

4 4 3

. . .s inh 1 11! 3! . . .
1! 3!

z z
z

f z
z z z z

 
     

  

 
1

zf z e)2 
  

  داريم: 1- 5با استفاده از جدول 
2 3

12 3

2 3

1 1 1
1 1 1

1 . . . 1 . . . 1 . . .
1! 2! 3! 1! 2! 3! 1! 2! 3!

z z
z z z z z z

e e
z z z

     
     
                     

  

  2 1
cosf z z

z
   
 

)3 
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1ابتدا بايد سري مك لوران تابع 
cos

z
 
 
 

  داريم: 1- 5با استفاده از جدول . را محاسبه نماييم 
2 4 6

2 4 6

2 4 6

1 1 1
1 1 1 1

cos 1 . . . cos 1 . . . 1 . . .
2! 4! 6! 2! 4! 6! 2! 4! 6!

z z z z z z
z

z z z z

     
                            

 
 

اكنون به سراغ تابع  f z :مي رويم  

  2 2 2
2 4 6 2 3

1 1 1 1 1 1 1
cos 1 . . . . . .

2! 4! 6! 2! 4! 6!
f z z z z

z z z z z z
                
   

 
  

   :4-5مثال

تابع سري لوران     
1

1 2
f z

z z


 
0را حول نقطه   0z  بدست آوريد. در حالت هاي زير  

0 1z )1 
  

سري مك لوران توابع تشكيل دهنده  f z  بنابراين ابتدا كسر را تجزيه نموده و سپس با استفاده از سري  ،موجود نيست 1-5در جدول
تواني سري لوران تابع  f z :را بدست مي آوريم  

        
   
   

     
1

2

1

1 2 1 2

lim 1 1 1 1

1 2lim 2 1
z

z

A B
f z

z z z z

A z f z
f z

z zB z f z




  
   

           

 

0با توجه به بازه تعريف شده دو جمله بايد به گونه اي نوشته شوند كه سري تواني معادل در بازه  1z  :همگرا باشد بنابراين  

   

 

0

1
0 0 0

1 1
1

1 1

1 1 1 1 1 1 1
1 2

2 2 2 2 2 2 2 22 1 1
2 2

n

n

n n
n

n n
n n n

z z
z z

z z z
z z

z zz





  


  


  

 

                      
   



  
 

اكنون به سراغ تابع  f z :مي رويم  

         

 

1
0 0

1
0

1 1 1
1 2 1

1 2 2

1
1 1

2

n n
n

n n

n
n

n

f z z z z z z
z z

f z z z

 


 






 
       

 

     
 

 





 

  

1 2z )2 
  

0دو جمله بايد به گونه اي نوشته شوند كه سري تواني معادل در بازه  1z  :همگرا باشد بنابراين  

     1 1
11

0 0

1 1 1 1
1 1

1 1

n

n
n n

z z z
z z zz z
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  1
0 0 0

1 1 1 1 1 1 1
1 2

2 2 2 2 2 2 2 22 1 1
2 2

n n
n

n n
n n n

z z z
z z

z zz

  


  

                      
   

   

اكنون به سراغ تابع  f z :مي رويم  

         

 

1 1
0 0

1 1
0 0

1 1 1 1
1 2 1 2

1 2 2

1 1
1 2

2

n
n n

n n

n
n n

n n

f z z z z z
z z z

f z z z
z

 

 
 

 

 
 

 
         

 


     

 

 



 

  

  به تعاريف زير توجه كنيد:
  تابع تحليلي f z از مرتبه  صفردارايm  0درz تابع  است اگر f z  0داراي عامل( )mz z  بصورت  

 0( ) ( ) ( )mf z z z g z  

كه در آن باشد  g z  0درz  همچنين در توابع كسري، عواملي كه صورت كسر را صفر  باشد.مي تحليلي و مخالف صفر
  صفر تابع خوانده  مي شوند. ،كنندمي

0zبطور مثال    در تابعs i n z  2صفر ساده وz   در تابع 2

2

2

tan

z

z

 .صفر مرتبه دوم خوانده مي شود 

  اگر تابع f z  0درz نامند. تكين تحليلي نباشد اين نقطه را 

0zبطور مثال ريشه مخرج توابع كسري نقطه تكين بشمار مي آيد. همچنين    در تابع
1

ze .نقطه تكين است 

  0اگر در همسايگيz  گويند. تكين تنهاداشته باشد آن را نهيچ نقطه تكين ديگري وجود 

1zبطور مثال    در تابع
2 4

1

z

z




 نقطه تكين تنها بشمار مي آيد. 

  0اگر تابع درz  0داراي نقطه تكين تنها باشد، آنگاه در همسايگيz  .داراي سري لوران است 

 ) نقطه تكين نقطه تكين را  (وجود نداشته باشد) سري لوران گويند كه اگر صفر باشد) را بخش اصلي 5-5بخش دوم رابطه
 گويند. برداشتني

0zبطور مثال نقطه   :در تابع نقطه تكين برداشتني مي باشد زيرا  
  31 cos

. . . .
2! 4!

z z z

z


   

  نامند. توان آخرين جمله را مرتبه قطب نامند كه  قطباگر بخش اصلي از تعداد متناهي جمله تشكيل شده باشد نقطه تكين را
تابع خوانده   قطبهمچنين در توابع كسري، عواملي كه مخرج كسر را صفر مي كنند  خواهد بود. قطب سادهاگر يك باشد 

 شوند.مي

  5بطور مثالz   1در تابع
s in

5z
 
  

0zقطب ساده و     در تابع 
2

4z

z

 .صفر مرتبه دوم خوانده مي شود 

  اساسي گويند.نقطه تكين اگر بخش اصلي از تعدادي نامتناهي جمله تشكيل شده باشد نقطه تكين را 

  1بطور مثال نقطهz   نقطه تكين اساسي مي باشد زيرا:زير در تابع  

 

     
2

1

1

2 4 6

1 1 1
1 . . .

1 2! 1 3! 1

ze
z z z



     
  

 

 1b  يعني ضريب  1

0z z
  در سري لوران را مانده f z 0درz د گويند و آن را با نما 0Re s z  .نشان مي دهند 
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0zقسمت اول در مانده تابع  3-5بطور مثال در مثال   1 برابر

3!
0zدر  دومقسمت مانده تابع ،   1 برابر

1!
و مانده تابع  

0zدر  سومقسمت   است. 0 برابر  

 مرتبه براي بدست آوردن مانده مربوط به قطب m :ام از رابطه زير استفاده مي كنيم 

)5 -9(  
00

1

01

1
Re ( ) lim ( ) ( )

( 1)!

m
m

m mz zz z

d
b s f z z z f z

m dz




  


  :اگر قطب ساده باشد مانده مربوطه از رابطه زير بدست مي آيد بنابراين

)5 -10(  
00

1 0Re ( ) lim( ) ( )
z zz z

b s f z z z f z


  

  اگر تابعf(z)  0داراي يك قطب ساده درz باشد و بتوان آن را بصورت 
 

( )
P z

f z
Q z

 0نوشت كه هر دو تابع درz  تحليلي

بوده و   0Q z :آنگاه مي توان نشان داد 

)5 -11(  
0

0

0

( )
Re ( )

( )z z

P z
s f z

Q z



  

   :5-5مثال
  محاسبه نماييد. 0zمانده توابع زير را در نقطه 

 
  02

1
, 0

5
f z z

z z
 


)1 

  

0z   در تابع f z  يك قطب ساده در مخرج است. مانده تابع در اين قطب را به دو روش محاسبه مي كنيم. ابتدا با استفاده از رابطه
  داريم: 5-10

1 0 00
Re ( ) lim( 0) ( ) lim

z zz
b s f z z f z z

 
   

1

z    2 20

1 1
lim

255 5zz z

 
  

   
 

0zمانده تابع در  11-5با روش ديگر با استفاده از رابطه   :داريم  

       
 

 

2 22 3 2

2

0

0

( ) 1 ( ) 1

( )5 10 25 10 25 5

0 3 100 25 25 0

(0) 1
Re ( )

(0) 25

z

z

P z P z
f z

Q zQ z z z z z z z z z z z

Q z z

P
s f z

Q





   
        

     

  


 

   

 
  02

1
, 5

5
f z z

z z
 


 )2 

  

5z   در تابع f z  يك قطب مرتبه دوم 2m   بدست مي آيد: 9-5در مخرج است. مانده تابع در اين قطب با استفاده از رابطه  

     
2 1

2 2

2 2 15 55

1
Re ( ) lim ( 5 ( ) lim 5

2 1 ! z zz

d d
b s f z z f z z

dz dz



 
    

  2

1

5z z  5

25

1
lim

1 1
lim

25

z

z

d

dz z

z
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  انتگرال گيري از توابع مختلط: - 5-2
انتگرال گيري در توابع مختلط به دليل اختلافات عمده توابع حقيقي و مختلط، مفهومي متفاوت از انتگرال حقيقي را در بردارد. 

ام محاسبات پيچيده مي باشد. انتگرال گيري در حوزه مختلط به معناي محاسبه سطح نبوده و صرفاً يك ابزار رياضي براي انج
  اين نوع انتگرال گيري بجاي بازه عددي بر روي يك منحني تعريف مي گردد، يعني:

)5 -12(  ( )
C

f z dz
بسته به نوع منحني به دو  Cانتگرال گيري مختلط روي منحني . تابع مي باشدتحليلي يك منحني در دامنه  Cكه در آن 

  بخش تقسيم مي گردد:
  انتگرال گيري روي خطالف) 
  انتگرال گيري روي منحني بستهب)  

  

  انتگرال گيري روي خطالف) 
  با معادله  Cاگر منحني 

)5-13( ( ) ( ) ( )z t t i t a t b    

)در نظر گرفته شود كه در آن  )t  و( )t  توابع حقيقي تك متغيره و در بازه ,a b،داريم: پيوسته باشند  

)5 -14(  ( ) ( ). ( )
b

C a

f z dz f i i dt       
  

  نكته:
  است:خصوصيات اصلي انتگرال گيري مختلط روي خط به شرح زير 

( ) ( )
C c

kf z dz k f z dz  )1  

( ( ) ( )) ( ) ( )
C c c

f z g z dz f z dz g z dz     )2  

1 2 1 2

( ) ( ) ( )
C C c c

f z dz f z dz f z dz


    )3  

( ) ( )
C c

f z dz f z dz


   )4  

( )
C

f z dz ML )5  
  

   :6-5مثال
انتگرال تابع   2f z z   را روي دو مسيرOB  وOAB :محاسبه نماييد  

y

x
O A

B
1z i 

  
  

  داريم: 14-5و  13-5 وابطبا استفاده از ر
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     22

:

C C C

C z x iy

x

y

dz d id dx idy

f z z dz x iy dx idy




 

 


  
    

      

 

xكه در آن را  OBابتدا مسير  y  ،محاسبه مي كنيم:است  
y

x
O

B
1z i 

C
 

   
 

       
2 2

131 12 3 3 32

0 0
0

1

: 0 1

1

1
1 1 1 1

3 3C

i x

C z x ix x

x

x

dz d id dx idx i dx

x
f z dz x ix i dx i x dx i i




 



   


  
      

 
          

 
  

  
  مي باشد، محاسبه مي كنيم:  ABو  OAكه شامل دو زير مسير  OABمسير بع را روي اانتگرال ت اكنون

y

x
O A

B
1z i 

 
1

1

13
1 2

0
0

: 0 0 1

0

0

1

3 3C

C z x i x

x

dz d id dx i dx

x
f z dz x dx




 

   


  
     

 
    

 
 

1C

2C

 
 

       

       

2

1 2

2

131 12 2 2

0 0
0

: 1 0 1

1

0

1 2
1 1 2 1 1

3 3 3

1 2 2
1 1

3 3 3

C

OAB C C

C z iy y

y

dz d id idy idy

y
f z dz iy idy i iy y dy i y iy i i i

f z dz f z dz f z dz i i




 

   


  
     

                    
  

       

  

  

 

  

   :7-5مثال
انتگرال تابع  f z z  مسير را رويC  :محاسبه نماييد   

y

x
i

i
C
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  داريم: 14-5و  13-5 وابطبا استفاده از ر

   
12

1 1 1

1 1 0
0

: 0 1 1

0

0

2 2
2C C

C z x iy iy y

y

dz d id idy idy

y
f z z dz iy idy i y dy i ydy i i




 

 

      


  
     

 
       

 
    

 

  
  :انتگرال گيري روي منحني بسته ب)

  يك منحني در دامنه تحليلي تابع با جهت مثلثاتي مي باشد:منظور از منحني بسته 
  

C

  
  C: يك نمونه از منحني 1-5شكل 

  

  با استفاده از چند قضيه اساسي امكان پذير است:انتگرال گيري مختلط، 
  
 گورسا: –كوشي انتگرال قضيه 

اگر تابع  f z  در ناحيهD  و روي مرز آنC :تحليلي باشد آنگاه  
)5 -15(    0

C
f z dz 

  

قضيه: 

با فرض اينكه تابع  f z  در ناحيه همبند سادهD 0و روي مرز آن تحليلي باشد، آنگاه به ازاي هر نقطهz  درD  و هر مسير
  را محصور كند داريم: 0zكه  Dدر  Cبسته ساده 

)5 -16(   0
0

1 ( )
( )

2 C

f z
f z dz

i z z



 جاييكه انتگرالگيري در جهت عكس عقربه هاي ساعت است.

  

قضيه: 

اگر تابع  f z  در ناحيه همبند سادهD  با مرزC   0تحليلي باشد، آنگاه در هر نقطه نظيرz  از اين ناحيه داراي مشتق از هر
 مرتبه ايست كه تحليلي اند و از رابطه زير محاسبه مي شوند:

)5 -17(   
( )

0 1

0

! ( )
( )

2
n

nC

n f z
f z dz

i z z 
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   :8-5مثال
  انتگرال توابع مختلط زير را محاسبه نماييد:

 
, : 1

cos

z

C

e
dz C z

z
 )1 

  تكين آنهاست. مهمترين نكته در حل انتگرال هاي مختلط محاسبه نقاط

   cos

ze
f z

z
     2 1

cos 0 , 0, 1, 2,. . .
2

k
z z k


     

 
  قرار دارند يا خير؟ Cاكنون بايد بررسي كنيم كه آيا اين نقاط تكين در ناحيه محدود به مرزهاي 

3 5 7
, , , ,. . .

2 2 2 2

1
2 2

z
   

 



 
 

قرار ندارند. طبق قضيه كوشي  Cكوچكترين نقطه تكين در ناحيه قرار ندارد، بنابراين هيچكدام از نقاط تكين در ناحيه محدود به مرزهاي 
  داريم: 15-5و رابطه 

 
0

cos

z

C

e
dz

z
 

  

 
 

cosh
, : 1

2C

z
dz C z

z z


 )2 
  

   
 

cosh

2

z
f z

z z
 


 2 0 0,2z z z   

 
  قرار دارند يا خير؟ Cاكنون بايد بررسي كنيم كه آيا اين نقاط تكين در ناحيه محدود به مرزهاي 

0 1

2 1

 







 

0zبنابراين تنها يك نقطه تكين ساده در    در ناحيه محدود به مرزهايC  داريم: 16-5قرار دارد. با استفاده از رابطه  

 
 

 

     

 

 
 

 

cosh

21
(0)

2 0

cosh cosh 0 1
(0)

2 0 2 2

cosh

2 cosh1 1
(0)

2 2 0 2

f z

C

C C

z

z
f dz

i z

z
f z f

z

z

z z
f dz dz i

i z z z






 
  




   

 
 
        

 



 



 

  

  2 , : 2
3 1

z

C

e
dz C z

z z


  )3 
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  2

3 1

ze
f z

z z
 

 
  2

3 1 0 1, 1,3z z z      

 
  قرار دارند يا خير؟ Cاكنون بايد بررسي كنيم كه آيا اين نقاط تكين در ناحيه محدود به مرزهاي 

1 2

3 2

  







 

1zدر  مضاعفبنابراين تنها يك نقطه تكين     در ناحيه محدود به مرزهايC  1با   71-5قرار دارد. با استفاده از رابطهn  :داريم  

 

 

     
 

 
 

   
 

 
 

       

( )

1

2

1

2 2 2 2

2 2 2

31!
( 1)

2 1

3 4 3 1 4 5
1

3 163 3 3 1 3

5 1 1 5 53 2
16 2 2 16 81 3 1 3 1

f z

z

C

z z z z zz

z

z z

C C C

e
z

f dz
i z

e z e e z e z e ee
f z f z f

z ez z z

e
e e iz dz dz dz i

e i i e ez z z z z




 



 
   


                
     

        
     



  



 

  

 انتگرال گيري به روش مانده ها:قضيه  
اگر تابع  f z در داخل و روي مرز بستهC  1جز در تعداد متناهي از نقاطz  تاnz :تحليلي باشد آنگاه  

 

)5 -18(        1 2( ) 2 Re Re . . . Re n

C

f z dz i s z s z s z   
  بدست مي آيد. 10-5و  9-5يا به طريق سري لوران و يا از روابط  kzمانده تابع در نقطه 

  

   :9-5مثال
  انتگرال توابع مختلط زير را محاسبه نماييد:

 
 

6

2

1
, : 2

1C

z
dz C z

z z




 )1 
  

  ابتدا نقاط تكين را محاسبه مي كنيم:

   
 

6

2

1

1

z
f z

z z


 


 2 1 0 0,0, 1z z z    

 
  قرار دارند يا خير؟ Cاكنون بايد بررسي كنيم كه آيا اين نقاط تكين در ناحيه محدود به مرزهاي 

0 2

1 2

 

 




 

  اكنون مانده تابع را در اين نقاط محاسبه مي كنيم:
1zمانده تابع در قطب    زير محاسبه مي شود:ده بصورت كه يك قطب سا  

1 11
Re ( ) l im( 1) ( ) l im ( 1)

z zz
s f z z f z z

 
   

 6

2

1

( 1)

z

z z




2
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  روش ديگر استفاده از مانده تابع در توابع كسري مي باشد:

 
 

 
 

 
 

6 6 6

21 2 3 2
1

1 1

1 1 1
Re ( ) 2

3 2( 1)
z

z
z z

z z z
s f z

z zz z z z



 

  
   

   
 

  

0zمانده تابع در قطب   :كه يك قطب مضاعف بصورت زير محاسبه مي شود  

2 1
2 2

2 10 00

1
Re ( ) lim ( ) lim

(2 1)! z zz

d d
s f z z f z z

dz dz



 
 



6

2

1z

z



 

   
 

6

0

5 6

20

1
lim

11

6 1 1
lim 1

1

z

z

d z

dz zz

z z z

z





                
   
   
  

 

  بنابراين:
 
        
6

2

1
2 Re 0 Re 1 2 1 2 2

1C

z
dz i s s i i

z z
  


      

 
  

4 1
s in , : 1

C
z dz C z

z
   
  )2 

  

  ابتدا نقاط تكين را محاسبه مي كنيم:

  4 1
s inf z z

z
   
 

0z 
 

  قرار دارند يا خير؟ Cتكين در ناحيه محدود به مرزهاي  طهاكنون بايد بررسي كنيم كه آيا اين نق
0 1  

  اكنون مانده تابع را در اين نقطه محاسبه مي كنيم. براي محاسبه مانده تابع از روش سري لوران استفاده مي كنيم:
3 5 7

3 5 7

3 5

4 4 3
3 5

1

1 1 1
1 1 1 1 1

sin . . . s in . . . . . .
3! 5! 7! 3! 5! 7! 3! 5!

1 1 1 1 1
sin . . . . . .

3! 5! 3! 5!

1 1

5! 120

z z z z z z
z z

z z z z z

z
z z z

z z z z z

b

     
                               

   
              
   

  

 

  بنابراين:

  4 1 1
s in 2 Re 0 2

120 60C

i
z dz i s i

z

         
    

  

3
, : 1

3 1C

z
dz C z

z


 )3 
  

  3

3 1

z
f z

z
 


1

3 1 0
3

z z   
 

  قرار دارند يا خير؟ Cاكنون بايد بررسي كنيم كه آيا اين نقاط تكين در ناحيه محدود به مرزهاي 
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1
1

3
  

1در  مضاعفبنابراين تنها يك نقطه تكين 

3
z   در ناحيه محدود به مرزهايC براي محاسبه نقاط تكين با استفاده از روابط قرار دارد .

  :تابع بايد به فرم استاندارد تبديل شود 10-5يا  5-9

 

 
1 1

3 3

3 3
1 13 1 3
3 3

1 1 1
Re lim lim

3 3 3z z

z z z
f z

z z z

s z f z z
 

  
        

   
             
      1

3

z

z  
 

1

3


 

  روش ديگر استفاده از مانده تابع در توابع كسري مي باشد:

1

3

1

3

1 1
Re

3 1 31
3

z

z

z z
s

z




          
 

 

  بنابراين:
3 1 1 2

2 Re 2
3 1 3 3 3C

z i
dz i s i

z

                
 

 
 كاربرد قضيه مانده ها در حل انتگرال هاي حقيقي:  - 5-3

محاسبه انتگرال هاي حقيقي است. با استفاده از انتگرال گيري مختلط و  يكي از مهمترين كاربردهاي انتگرالي گيري مختلط،
خش با استفاده در اين بروش مانده ها مي توان انتگرال هاي حقيقي كه به روش هاي معمول قابل حل نيستند را محاسبه نمود. 

 از قضيه مانده ها چند نوع انتگرال حقيقي را بررسي مي كنيم.
  

محاسبه انتگرال هايي به فرم  -3-1- 5
2

0

(cos ,s in )R d


  :  

  براي حل اين انتگرال ها از تغيير متغير هاي زير استفاده مي كنيم:



     

     
2

0

1 1
sin

2 2
1 1

cos
2 2

(cos ,s in ) ( )

i i

z

in in n n

i

in in n n

C

dz
z e dz i e d dz izd d

iz

n e e z z
i iz e

n e e z z

R d f z dz

 

 



 



  





  

 

 

      

      
    


  

 

C .در اين رابطه دايره واحد مي باشد 
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   :10-5مثال
  انتگرال زير را محاسبه نماييد:

2

0 13 12 cos

d 
   

  

  با استفاده از تغيير متغير داريم:

 

    

1

2

21
0

2

1
cos

2

1
113 12cos 13 6 613 613 12
2

1
136 1
6

i

n nC C C

C

dz
z e d

iz

z z

dz
d dz dziz

i z ziz z zz z

dz

i z z

















  

 

 
 
    

       
 


 

   



 

  ابتدا نقاط تكين را محاسبه مي كنيم:

 
2

1 1
13 2 31
6 3 2

f z
z z z z

 
       
  

2 3 2 3
0 ,

3 2 3 2
z z z           

  

 
  قرار دارند يا خير؟ Cاكنون بايد بررسي كنيم كه آيا اين نقاط تكين در ناحيه محدود به مرزهاي 

2
1

3

3
1

2





 






 

2مانده تابع در قطب نقطه محاسبه مي كنيم. اكنون مانده تابع را در اين 

3
z   :كه يك قطب ساده بصورت زير محاسبه مي شود  

2 1 1
3

2 2
Re ( ) lim( ) ( ) l im

3 3z zz

s f z z f z z
 

     
 

1

2
3

z  
 

6

53
2

z

 
 
         

 

  

  بنابراين:
2

20

1 1 2 1 6 2
2 Re 2

1313 12cos 6 6 3 6 5 51
6

C

d dz
i s i

i i iz z

   


              
  

)محاسبه انتگرال هايي به فرم  -3-2- 5 )f x dx



 كه در آن( )

( )
( )

P x
f x

Q x
:(كسري) مي باشد  

   :اگر داشته باشيم
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( )I f x dx




   

)كه در آن  )f x  فرم كسري( )

( )

P x

Q x
)، Iدارد، براي حل انتگرال   )f x dx




 را با( )

C

f z dz  يعنيمقايسه مي كنيم:  

)5 -19(  ( ) lim ( ) ( )
R

R
C R

f z dz f x dx f z dz


 

   
0yنيم دايره اي به شعاع بينهايت و در برگيرنده كل نيم صفحه فوقاني يعني  Cكه در آن    و f z  همان f x  به ازاي

  مي باشد. zمتغير
y

x
R R 









 



:

  
  C: مسير 2-5شكل 

:لم جردن  
zميل اگر با    ،  حد  0f z  :گردد، داريم  

( ) 0f z dz


  

  
براي تابع  19-5، رابطه بنابراين اگر براي تابعي لم جردن برقرار باشد f x  باn ) 0قطب در نيم صفحه فوقانيy  بصورت(

  زير ساده خواهد شد:

  
)5 -20(  

 

: 0

10

( ) lim ( ) 0

( ) ( ) 2 Re

R

R
C y R

n

i
iy

f z dz f x dx

f x dx f z dz i s p


 



 

 

 
    

 

 

 
  

   :11-5مثال
  انتگرال زير را محاسبه نماييد:

 
2

4 1

x
dx

x



    

  

  ابتدا لم جردن را بررسي مي كنيم:

       

   

2 2

4 4

2

4

1 1

lim lim 0
1z z

x z
f x f z

x z

z
f z

z 

  
 

 




 

  داريم: 20-5بنابراين طبق رابطه 
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2 2

4 4
01 1y

x z
dx dz

x z



 

 
   

  ابتدا نقاط تكين را محاسبه مي كنيم:

   
2

4 1

z
f z

z



 4 41 0 1z z     

 
    

 

 

11 1
4 44 4

1

2 2
1 1 1 1 cos sin , 0,1,2,3

4 4

2 2 2
0 : cos sin 1

4 4 2 2 2

2 2 3 3 2 2 2
1: cos sin cos sin 1

4 4 4 4 2 2 2

2 :

k k
z z z i k

k z i i i

k z i i i i

k z

   

 

     



                       

            
   

                         
       

  

 

4 4 5 5 2 2 2
cos sin cos sin 1

4 4 4 4 2 2 2

6 6 7 7 2 2 2
3: cos sin cos sin 1

4 4 4 4 2 2 2

i i i i

k z i i i i

     

     









                                 
                         

       

 

  

  نيم صفحه فوقاني قرار دارند يا خير؟اكنون بايد بررسي كنيم كه آيا اين نقاط تكين در 

 

 

 

 

2
1 0

2

2
1 0

2

2
1 0

2

2
1 0

2

i y

i y

i y

i y


  




   

   

   









 

  اكنون مانده تابع را در اين نقاط محاسبه مي كنيم:

 

   

 
 

 
   

 

 
   

 

0

0

2

4

2 2

0 3
4 0

1

1
Re

4 41

2 1 1 1 1 2 2
Re 1 1

2 1 82 2 2 1 2 2 2 2
4 1

2

2 1 1 1 1 2 2
Re 1 1

2 1 82 2 2 1 2 2 2 2
4 1

2

z z
z z

z
f z

z

z z
s z

z zz

i i
s i i

ii
i

i i
s i i

ii
i







   


   
              

    
                    

 

  بنابراين:
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2

4
0

2 2 2 2
( ) 2 Re 1 Re 1 2 1 1

2 2 8 81

2
2

8

y

z
f x dx dz i s i s i i i i

z

i

 





 

      
                             



 

2 2

8 8
i  22 2 2

8 2 2
i i 

 
    
 
 

با ذكر چند حالت خاص در انتگرال گيري حقيقي به كمك انتگرال گيري مختلط، اين بخش را به پايان مي بريم.
  

 :حالات خاص  

الف) f x :در روي محور حقيقي قطب داشته باشد  
  

اگر تابع  f x   علاوه برn ) 0قطب در نيم صفحه فوقانيy ،(m  مسير اصلاح داشته باشدقطب نيز روي محور حقيقي ،
  بصورت زير خواهد بود. Cشده 

y

x
R 

. . .
  








 


:

R 



  
 C: مسير اصلاح شده 3- 5

  :داريملم جردن آنگاه درصورت برقراري 

  
)5 -21(  

   
1 1

( ) l im ( ) 0

( ) ( ) 2 Re Re

R

R
C R

n m

i i
i iC

f z dz f x dx

f x dx f z dz i s p i s p 






 

 

   
      

   

 

  
 

   :12-5مثال
  انتگرال زير را محاسبه نماييد:

  2

1

1 1
dx

x x



     

  

  ابتدا لم جردن را بررسي مي كنيم:

 
    

  

 
   

2 2

2

1 1

1 1 1 1

1
lim lim 0

1 1z z

f x f z
x x z z

f z
z z 

  
   

 
 



 

  داريم: 20-5بنابراين طبق رابطه 

     2 2

1 1

1 1 1 1C

dx dz
x x z z
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  مسيري مطابق شكل زير است. Cكه در آن 

ريسم
y

x
R 







R 

C

i

i1

  
  ابتدا نقاط تكين را محاسبه مي كنيم:

 
  2

1

1 1
f z

z z


 
  

2
2 1

1 1 0
1

z
z z

z

  
     

  
    

11 1
2 22 2

1

2 2
1 1 1 1 cos sin , 0,1

2 2

0 : cos sin 0 1
2 2

2 2 3 3
1: cos sin cos sin 0 1

2 2 2 2

k k
z z z i k

k z i i i

k z i i i i

   

 

     



                       
                


                                

 

  نيم صفحه فوقاني قرار دارند يا خير؟اكنون بايد بررسي كنيم كه آيا اين نقاط تكين در 
0

0

1

i y

i y

 
  
 





 
  اكنون مانده تابع را در اين نقاط محاسبه مي كنيم:

 

 
  

 
 

   

 
   

0

0

3 22

0 2
3 2

2

2

1 1

11 1

1 1
Re

3 2 11

11 1 1 2 2 2 2
Re

3 2 1 3 2 1 2 2 2 2 8 4
1 1 1

Re 1
3 2 1 23 1 2 1 1

z z

z z

f z
z z zz z

s z
z zz z z

ii i
s i

i i i i i

s




 
   

  
   

    
      

        

    
    

 

  

  بنابراين:
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2 2

2

1 1
2 Re Re 1

1 1 1 1

1 1
2 1 1

4 2 2 2 2

C

dx dz i s i i s
x x z z

i i i
i i i

 

   





    
   

               
  

 

 

ب) انتگرال هايي به فرم    s inf x ax dx



  يا   cosf x ax dx




:  

  

  براي حل چنين انتگرال هايي از فرمول اويلر استفاده مي كنيم، يعني:

  
)5 -22(  
  
)5 -23(  

   

      

      

cos s in

sin Im

cos Re

iax

iaz

C

iaz

C

e ax i ax

f x ax dx f z e dz

f x ax dx f z e dz









 

 

 

 

 
  به مثال زير توجه كنيد:

  

   :13-5مثال
  انتگرال هاي زير را محاسبه نماييد:

 cos

1

x
dx

x



  )1 
  

  داريم: 23- 5با استفاده از رابطه 
 cos

Re
1 1

iz

C

x e
dx dz

x z





 
    

  

  ابتدا لم جردن را بررسي مي كنيم:
1 1

l im lim 0
1 1

izei z

z z

e

z z



 
 

 
 

  مسيري مطابق شكل زير است. Cكه در آن 

ريسم
y

x
R 




R 

C

1

  
  ابتدا نقاط تكين را محاسبه مي كنيم:

 
1

ize
f z

z



1 0 1z z   

 
  كه اين نقطه تكين روي محور حقيقي قرار دارد. اكنون مانده تابع را در اين نقطه محاسبه مي كنيم:
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0

0

0

1

Re
1

Re 1

i z

iz
iz

z z

z z

i

e
f z

z

e
s z e

z

s e








  


 

 

  :بنابراين
       

            

        

1cos sin cos 1 sin 1

Re 1 cos 1 sin 1 cos 1 sin 1
1

cos
Re Re cos 1 sin 1 sin 1

1 1

i i

iz
i

C

iz

C

e i e i

e
dz i s i e i i i

z
x e

dx dz i
x z

  

    

  







    

     


 
       



 
 

  

 
 2

s in

4

x
dx

x x



  )2 
  

  داريم: 23- 5با استفاده از رابطه 
 

   2 2

s in
Im

4 4

iz

C

x e
dx dz

x x z z

 

 

    
   

   

  ابتدا لم جردن را بررسي مي كنيم:

   
1

2 2

1
l im lim 0

4 4

izeiz

z z

e

z z z z



 
 

 
 

  مسيري مطابق شكل زير است. Cكه در آن 
y

x
R 









R 

C

2i

2i

0

  
  را محاسبه مي كنيم:ابتدا نقاط تكين 

   2 4

i ze
f z

z z



 2 4 0 0, 2z z z i    

 
  نيم صفحه فوقاني قرار دارند يا خير؟اكنون بايد بررسي كنيم كه آيا اين نقاط تكين در 

2 0

2 0

0

i y

i y

 
  
 





 
  اكنون مانده تابع را در اين نقاط محاسبه مي كنيم:
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0

0

00

0 2 2
32 0

Re
3 4 3 444

i ziz iz iz

z z
z zz z

e e e e
s z

z zz zz z 


    
  

 

  

 
 

22 2 2

2Re 2
12 4 83 2 4

ie e e
s i

i

 

   
 

 

 
 

0

2

1
Re 0

43 0 4

e
s  


 

  بنابراين:

       

 
       

2
2

2

2 2

2 2

1
2 Res 2 Res 0 2 1

8 4 44

sin
Im Im 1 1

4 44 4

iz

C

iz

C

e e i
dz i i i i i e

z z

x e i
dx dz e e

x x z z

   

 




  



               

           
     



  



  
  

  
م: م:ل    ل 

ی قات  یعادلات با  قات    عادلات با 
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6(     بخش ششم: معادلات با مشتقات جزئي    بخش ششم: معادلات با مشتقات جزئي  
 

  مقدمه: - 6-1
معادلات ديفرانسيلي توابعي كه شامل چندين متغير باشند، را معادلات ديفرانسيل با مشتقات جزئي گويند. درواقع منظور از 

مشتقات جزئي مشتق توابع نسبت به پارامترهاي مختلف مي باشد. بطور مثال براي تابعي مثل  , , ,f x y z  مشتقات جزئي

fتوابعي مانند 

x




  ،f

y




fو  

z




  مي باشند. همچنين معادله اي مانند 

)6-1(  
2 2

2 2 2

1
0

f f

x C y

 
 

 
  يك معادله ديفرانسيلي با مشتقات جزئي بشمار مي آيد.

  

  چندين روش وجود دارد: fبراي حل معادلات ديفرانسيلي با مشتقات جزئي و بدست آوردن تابع 
 روش جداسازي متغيرها  .1

 روش دالامبر .2

 حل به كمك انتگرال گيري .3

  روش لاگرانژ .4
  

  حل معادلات ديفرانسيلي با مشتقات جزئي به روش جداسازي متغيرها: - 6-2
  متغيرهاي آن مي نويسيم، مثلا:در روش جداسازي متغيرها، تابع چند متغيره را بصورت ضرب توابعي از جنس تك تك 

       , , ,f x y z X x Y y Z z  
  سپس تابع جايگزين را در معادله اصلي قرار داده و آن را حل مي كنيم. به مثال زير توجه كنيد.

  

   :1-6مثال
 زير را با شرايط اوليه داده شده حل نماييد.هاي معادله موج
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  :چند متغيره را بصورت ضرب توابعي از جنس تك تك متغيرهاي آن مي نويسيمابتدا تابع 
     ,u x t X x T t 

  بنابراين:
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fنكته: در حل معادلاتي نظير 

f

 :يكي از سه حالت زير ممكن است پيش آيد  
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  به ترتيب بررسي مي كنيم:اكنون سه حالت را 
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  اكنون قسمت دوم معادله را حل مي كنيم:
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      1, s in s in sin sin
n n n n
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  :ابتدا تابع چند متغيره را بصورت ضرب توابعي از جنس تك تك متغيرهاي آن مي نويسيم
     ,u x t X x T t 

  بنابراين:
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  مانند مثال قبل داريم:
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  بنابراين:
    2

, s in C tu x t x e 
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  به روش دالامبر: با مشتقات جزئي حل معادلات ديفرانسيلي  - 6-3
  در اين روش براي حل معادله از تغيير متغيرهاي زير استفاده مي كنيم:

)6-2(  
   , ,u x t u z v

z x ct

v x ct



 
   

  بنابراين:
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   :2-6مثال
  معادله موج زير را حل نماييد.
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  با استفاده از روش دالامبر و تغيير متغير هاي فوق داريم:
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  بنابراين:
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  به روش انتگرال گيري: با مشتقات جزئي حل معادلات ديفرانسيلي  - 6-4
  يك روش ديگر در حل معادلات ديفرانسيلي انتگرال گيري مي باشد. به مثال زير توجه كنيد:

   
   :2-6مثال

  معادله موج زير را حل نماييد.
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  با استفاده از روش انتگرال گيري داريم:
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  بنابراين:
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  حل معادلات ديفرانسيلي با مشتقات جزئي به روش لاگرانژ:  - 6-5

  

  اگر فرم كلي معادله ديفرانسيلي را بتوان به شكل
)6-5(       , , , , , ,

dz dz
P x y z Q x y z R x y z

dx dy
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  مرتب نمود، براي يافتن جواب اين معادله از دستگاه لاگرانژ زير استفاده مي كنيم:

)6-6(       , , , , , ,

dx dy dz

P x y z Q x y z R x y z
 

  با حل اين معادله دو جواب به فرم كلي

)6-7(   
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, ,
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u x y z C

u x y z C





بدست مي آيد. بنابراين جواب عمومي معادله فوق به فرم  , 0F u v  .خواهد بود  
  

   :3-6مثال
  معادله موج زير را حل نماييد.

dz dz
x yz

dx dy
   

  

  ابتدا دستگاه لاگرانژ را تشكيل مي دهيم:
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dx dy dz
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  بنابراين:
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  دسته بندي معادلات ديفرانسيل مرتبه دوم با مشتقات جزئي: - 6-6
  معادله مرتبه دوم زير را در نظر بگيريد:

)6-8(   2 , , , , 0xx xy yy x yau bu cu F x y u u u   

  هستند. بنابراين: yو  xتوابعي از  cو  a ،bكه در آن

)6-9(  
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  بطور مثال:
0xxالف) معادله لاپلاس  yyu u  .بيضي گون است  

2ب) معادله گرما 
t xxu C u .سهمي گون است  
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2ج) معادله موج 
t t xxu C u .هذلولي گون است  

  

  ناميده مي شود: 8- 6همچنين معادله ديفرانسيل زير معادله مشخصه معادله 
)6-10(     2 2

2 0a dy bdxdy c dx  

  داراي دو جواب  10-6براي يك معادله هذلولي گون، معادله  .1
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  است و تغيير متغير 
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  معادله ديفرانسيل را به شكل كانوني تحويل مي دهد.
  

داراي يك جواب بصورت  10-6براي يك معادله سهمي گون، معادله مشخصه  .2 ,x y C   است. با تغيير متغيري مشابه
  حالت قبل بطوريكه

0
x y y x

      
 

   
  

  به فرم كانوني تبديل مي شود.
  

 براي يك معادله از نوع بيضي گون، جوابهاي معادله مشخصه به فرم .3
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  خواهند بود كه با تغيير متغير
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  به فرم كانوني تبديل خواهد شد.
  

   :4-6مثال
 نوع معادلات مرتبه دوم زير را مشخص نماييد:

2 2 2
2 2

2 2
2 0x x y yu u u

e xe e
x x y y

  
  

   
)1  

  

 

 


 
 

2

2

2 22 2 2 2 2

02

1
x y

x

x y x yx y x y

ey

a e

b xe b ac x e e e e x

c e


 



 


      
 

 

  بنابراين:
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  بنابراين:
2 2 2 0 1 3k k k      

1 3  1 3 

 
  

   :4-6مثال
 نوع معادلات مرتبه دوم و تغيير متغيرهاي لازم براي فرم كانونيك در معادلات زير چيست؟
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  آن برابر است با:بنابراين سهمي گون است و معادله مشخصه 
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بنابراين  ,x y  هر معادله اي كه در * .صدق كند مي تواند باشد  
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  بيضي گون است و معادله مشخصه آن برابر است با: بنابراين
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